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 الحيان: الأستاذ 

تصحيح الامتحان الوطني 
 الموحد للبكالوريا

 2007الدورة العادية  

 الثانية بكالوريا علوم رياضية
 الرياضيات

 :التمرين الأول 

I . ليكن
1
2

E ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ): لدينا . − ) 2, : 2a b E a b a b ab∀ ∈ ⊥ = + −.  

) ليكن -أ. 1  ) 2,a b E∈ . ا لدين : 

                   ( )( ) ( )1 1 1 12 1 2 1 2 1 2 2 2
2 2 2 2

a b ab a b a b ab a b− − − = − + − − = + − = ⊥ 

) ليكن -   ب ) 2,a b E∈ .  لدينا :
1 2 1 0
2

a E a a∈ ⇔ ≠ ⇔ − 2 و ≠ 1 0b E b∈ ⇔ −  :إذن  . ≠

       ( )( )2 1 2 1 0a b− − ):  ومنه فإن≠ )( ) 01 1 2 1 2 1
2 2

a ba b = ≠− − −⊥ : أي  .−
1
2

a b⊥ ≠ 

Ea:         ومنه فإن  b∈⊥ .  وبالتالي فإن :( ) 2 :,a b E a b E∀ ∈ ⊥ ∈.  

  .E قانون ترآيب داخلي في⊥        إذن 
  .Eخلي في قانون ترآيب دا⊥ :لدينا . 2 

  .E قانون تبادلي وتجميعي في⊥ ، فإن     وبما أن الجمع والضرب قانونين تبادليين وتجميعيين في
::      لدينا  0 0a E a a a a∀ ∈ ⊥ = ⊥ =æ .  في⊥ هو العنصر المحايد بالنسبة ل0إذن E.  

)ليكن      ) 2,a b E∈ .  لدينا: 

 

( )( )
( )( )

1 10 2 1 2 1 0
2 2

2 1 2 1 1

12 1
2

2

1
12 1
2 1

22

0
1

2 1

a b a b

a b

b
a

b
a

ab
a

a b ab
a

⊥ = ⇔ − − − =

⇔ − − =

⇔ − =
−

⇔ = +
−

⇔ =

=

−

= ⇔
−

⊥

 

:     وبما أن 
1 1 2 2 1 0 1
2 2 1 2

ab a a
a

= ⇔ = ⇔ = − ⇔ = −
−

b :  وهذا غير ممكن، فإن  E∈   

a    وبالتالي فإن لكل  E∈ مماثل وحيد 
2 1
ab

a
=

−
  .⊥ بالنسبة للقانون E في

):     وبالتالي فإن  ),E  . زمرة تبادلية ⊥

II .علم أن ن :( )( )2 , ,+ ×M  حلقة واحدية وحدتها
1 0
0 1

I ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 

):           وأن  )( )2 , ,.+M فضاء متجهي حقيقي . 

    Fمجموعة المصفوفات من ( )2Mالتي تكتب على شكل ( ) 21
2 2

a aa
a a

M
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
=

−
aحيث E∈. 
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:      نضع 
1 1

1 1
A ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
=

−
.  

2 : لدينا  -أ. 1 1 1 1 1 2 2 1 12 2
1 1 1 1 2 2 1 1

A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − −
= × = = − = −

− − − − −
.               2 2A A= − 

):        ولدينا  )21 0 1 1 1
0 1 1 12 2 2 2

a aa aI A M a
a a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−−+ = + = =
− −

. ( )
2

aM a I A= + 

) ليكن -  ب ) 2,a b E∈ .  لدينا :( ) ( ) 2

22 2 2 2
a b ab a bM a M b I A I A A A AI⎛ ⎞ ⎛ ⎞

× × + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + + = + 

             ( ) ( )
2

2
2 2 2 2

a b a b a b abM a M b I A I A abA A A AI I⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× × + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ −= + + = − = + 

                                                                               ( ) ( ) ( )
2

a bM a M b A a bI M×
⊥ = ⊥= + 

):       إذن  ) ( ) ( )M a M b a bM× = Ea و ⊥ b∈⊥ )    حسب السؤالI.1. ب ( 

):        ومنه فإن  ) ( ) ( )M a M b M a b× = ⊥ ∈ F .  إذنF جزء مستقر من ( )( )2 ,×M.  

 : نعتبر التطبيق . 2 

( ) ( )
( ) ( )

: , ,E
a a M a

ϕ
ϕ

⊥ → ×
=
F

 

) ليكن -   أ ) 2,a b E∈ .  لدينا :( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b M a b M a M b a bϕ ϕ ϕ⊥ = ⊥ = × = ⊥.  

) تشاآل من ϕ:       إذن  ),E ) نحو  ⊥ ),×F. 

B      ليكن  ∈ F  إذن ،  :( )/a E B M a∃ ∈ ): إذن . = )/a E B aϕ∃ ∈ =.  

  .F نحو E شمولي من ϕ      وعليه فإن 

):        ولدينا  ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2
a b a ba b M a M b I A I A A A a bϕ ϕ= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =  

 .Fو  نحE تبايني من ϕ:        إذن 

) تشاآل تقابلي من ϕ      وبالتالي فإن  ),E ) نحو  ⊥ ),×F. 

) تشاآل تقابلي من ϕ بما أن - ب ),E ) نحو  ⊥ ),×F و ( ),E ) زمرة تبادلية ، فإن ⊥ ),×Fزمرة تبادلية . 

  :2التمرين 
}                  ليكن  },a i i∈ − −.  

I .1 .المعادلة  نعتبر في -أ  :( ) ( )( ) ( )2 2: 1 1 1 0E z a i z a i− + + + + u: ليكن  . = a i=  :  لدينا  .  +

    

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )

22 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1
1 1 1 0

u a i u a i a i a i a i a i

a ai a a i ai i a i

a ai a i ai a ai a i i a i
u a i u a i

− + + + + = + − + + + + +

= + − − + + + − + +

= + − − − − + − − − + + +
− + + + + =

 

 
u:  إذن        a i= ) حل للمعادلة + )E.  
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)  الحل الآخر للمعادلةv ليكن-   ب )E . دينا ل: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 1 1 1

1 1
1

1

bu v a i v a i u
a

v a i a i
v i a ai a i

v ai

+ = − = + + ⇒ = + + −

⇒ = + + − +
⇒ = − −
⇒ =

+
+

+ +
 

1a: نفترض أن . 2  : إذن  . =
2 1aa a= :  ، ومنه فإن =

1a
a

=.          

: بما أن  -    أ
( )
( )

1
11

111 1

i i aiu u a i a i ai a i ua
iv a i ai vv ai i a iai
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −+ − − += = = = = = = =
− +− −+ −

: ، فإن  
u
v
∈.  

): ا  لدين-  ب ) ( )22 2 22 2 1 2a a a i a aa ai a ai a i u⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− + = − + = − + = + =         .( )2 2u a a a i⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

= − + 

):   لدينا - جـ ) ( )2arg 2arg 2u u π⎡ ⎤⎣ ):                        و لدينا ≡⎦ ) ( )2 2 2arg argu a a a i π⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
≡ − + 

                                                                              ( ) ( )( )2 2arg arga a a i π⎡ ⎤+ ⎣ ⎦≡ − + 

):        ولدينا  ) ( ) ( )( )2 2 2 2 1aa a i i m i m a i− + = ℑ + = ℑ +.  

) :لدينا و        ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 2m a a m a m a m aℑ ≤ ⇒ ℑ ≤ ⇒− ≤ℑ ≤ ⇒ ≤ℑ + ≤. 

):        ومنه فإن  ) ( )( ), 2
2 2 1a a i m a π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
− + = ℑ ): إذن  . + )( )2 2

2
arg a a i π π⎡ ⎤⎣ ⎦− + ≡.  

):        وعليه فإن  ) ( )2 2
2

arg argu a π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡ ): أي  . + ) ( ) 2
2

2arg argu a π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡ +.  

)    :       وبالتالي فإن  ) ( )1
2 4arg argu a π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡ + .  

   :1طريقة  .3 
 

u :لدينا       v u iv u iv+ = + ≥ )،و+ )1 2u iv a i i ai i+ = + + + 2ومنه فإن . = 2iu iv = =+ 

2u:  وبالتالي فإن        v ≥+.  

   :2طريقة     
 

1a:لدينا       1aa : إذن . =   :ومنه فإن =

     1u v a i ai a i aa ai a i a a i a i a i a i a i+ = + + + = + + + = + + + = + + + ≥ + + +

):          ولدينا  ) ( )( )2 2 22 e i e aa i a i a a i a iℜ + = ℜ ++ + + = + =+.  

)                     :       إذن  ) ( )( )22 2 1e ea i a i a i a= ℜ + = ℜ ++ + +.  

  :       وبما أن 
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( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )

2

2

2

1

1 1

0 1

1 1 2

1 1

e a a e a

e a

e a

e a

e a

ℜ ≤ ⇒ ℜ ≤

⇒ − ≤ℜ ≤

⇒ ≤ ℜ ≤

⇒ ≤ + ℜ ≤

⇒ ≤ + ℜ

 

                                       
( ) ( )( )2

12 2

2

e a a e a
a i a i

ℜ ≤ ⇒ ≤ + ℜ

⇒ ≤ + + +
 

u   : إذن         v a i a i+ ≥ + + 2a    و  + i a i ≥+ +  : ، ومنه نستنتج أن +

2u v ≥+ 

 
II .المستوى العقديP منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( )1 2, ,O e e .  2ليكن,m ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ +∞.  

)    نعتبر  )mEمجموعة النقط ( )M aمن المستوى العقدي P بحيث   :u v m+ =.  

u: نعلم أن .  1  v a i a i+ = + + −.  

)لتكن        )F i و ( )F i−′نقطتين من المستوى العقدي P اللتان لحقاهما على التوالي   iو i− .  

u: لدينا        v m a i a i m MF MF m+ = + + − = ⇔ + =′⇔.    

2 المسافة البؤرية      وبما أن  2F FFF z z i i i
′

= − = − − = − 2m و′= u v= +  :   ، فإن ≤

     22m cb ): إذن    .=≤ )mEمنتصف القطعة  إهليلج مرآزه FF⎡ ⎤⎣   . أصل المعلمO أي′⎦

 
a: نضع . 2  x iy= ) حيث + ) 2,x y ∈.  

 : لدينا  -   أ

( ) ( )mM u v ma E
MF MF m

∈ ⇔ + =

⇔ + =′
 

)   :       نعلم أن  )0,1F    و( )0, 1F )  و    ′− ),M x y ،  

): إذن        ),1MF x y− ) و    − ), 1MF x y− − −′. 

):       ومنه فإن  ) ( )2 22 2 2 21 1MF x y MF x y= + + = + −′ æ.  

2:        إذن  2 4MF MF y− = )  ومنه   ،′− )( ) 4MF MF MF MF y+− = −′ ′ ،  

MF                               :وبما أن        MF m+ =′ ،  
)                             :  فإن        ) 4m MF MF y− =−′ .  

                           : أي        
4MF MF ym− ′ =−.  
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:                                وعليه فإننا نجد       

( )
4

42

ym

MF MF m

MF MF

MF m ym

+

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= −

=

+ =′

− ′

−

 

: إذن       
2

2
mMF ym= : ومنه فإن  . −

2 2
2 2

224
2 4

2
m ymMF y ym m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − += −  

)  بما أن و       )22 2 1MF x y= + ) : ، فإن  − )2
2

22
2

124
4 x ym y ym+ = + −− .  

22:   ي       أ
2

2
2

2 1 24
4 xm y y yym+ = +− − 22 يكافئ +

2
2

2
14

4 xm yym+ = + +. 

 

)      وبالتالي فإن معادلة ديكارتية للإهليلج )mE 2:         هي
2

2
2

1 14
4x mym

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
− −=+.  

 
   :بطريقة أخرى      

) نعلم أن معادلة ديكارتية للإهليلج                               )mE في المعلم ( ), ,O i j تكتب على شكل : 

                              
22

2 2 1yx
a b

+ 2 أي = 2 2
2

2
x y a

b
a+ 2و   = 2

mb m b= ⇒  و  =
2 12 2

FFc ′= = =.  

:                                  إذن 
2 2

2 2 2 2 2 22 1 12 4
m mc b a b ca ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ⇒ = − = − = −.  

)                              وبالتالي فإن ديكارتية للإهليلج )mE 2:         هي
2

2
2

1 14
4x mym

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
− −=+. 

 

): دينا  ل-  ب ) 2 2
4

3: 3
4

E x y+ ): إذن  . = )
2

4 2 2

2
:

3
12

x yE + =    . 

3a: إذن         2b   و  = : ومنه فإن   . =
22 2 22 3 1c b a= − = − =.  

)ومنه فإن        )4E إهليلج :  

  .   Oمرآزه -

)رؤوسه   - )3,0Aو ( )3,0A ) و ′− )0,2Bو ( )0, 2B −′.  

)بؤرتيه  - )0,1F و ( )0, 1F −′. 

تباعده المرآزي  -
1
2

ce b= =.  
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  :1طريقة . 3 

     معادلة الإهليلج
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :        

2

2 2
2

2 2
8

4 71 1
48

7

9 9
16 7x y x y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − = − ⇔ + =.  

)    معادلة المستقيم )AB هي  :
03

23
2 3 23

A

B A

A

B A

yx x x
x x

y y
y y y x−− −= ⇔ = ⇔

− −
=−− +−

.  

)    لنحد د تقاطع المستقيم )ABوالإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

):  بحل النظمة  )
2 29 9

16 7* :
2 3 23

x y

y x

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

+ =

= − +
.  

       ( )
22 2 3

*

7 3 9 9 (7 -3 ) 0- 3   49 42 3 27 074 2 4
2 32 32 3 222 333

xx x x x

y xy xy x

⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪

⎪⎪⎪ ⎩⎩⎩

⇔ ⇔ ⇔
=+ = − + =

=− +=− +=− +
 

                    ( )*
3 3

7
8
7

x

y

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

⇔
=

=
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)    ومنه فإن المستقيم )ABوالإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 يتقاطعان وفق النقطة 
3 3 8,7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω.  

    نعلم أن معادلة المماس للإهليلج 
7

2 2
8 : 9 9

16 7
x yE

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  :  هي Ω في النقطة=

0 0
3 3 8

7 7
9 9 9 9

7 716 16
3 9 93   7 714
2 3   2 3

x y x yx y

x y

x y

⇔

⇔

+ = + =

⇔ + =

+ =

 

)    وبالتالي فإن المستقيم )AB مماس للإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 في النقطة 
3 3 8,7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω.  

  :2طريقة    

لإهليلجامعادلة      
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

      : 

2

2 2 2 2
2

2
8

4 9 971 1
4 16 78

7

16 16
7 9x y x y y x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − = − ⇔ + = ⇔ =± − 

):  المعرفة بما يلي gنعتبر الدالة العددية       ) 23 7 3 7, :
7 7

16 16
7 9x g x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∀ ∈ − = −.  

)معادلة       )AB هي   :
03

23
2 3 23

yx y x−− = ⇔
−

=− +.  

     ( )ABمماس للإهليلج 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ، إذا وجد عدد حقيقي
3 7 3 7,

7 7
x ⎤ ⎡

−⎥ ⎢
⎦ ⎣

):  بحيث ∋ ) 2 3
3g x = −′.  

)    أو   ) 2 3
3g x− = −′.  

)  :لدينا       )
2

16
9 16 19

7 9

xg x
x

= −′
−

)   و    ) 3 3
7

2 3
3 xg x ⇔ == ومنه   ′−

3 3 8
7 7

y g
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =. 

: لدينا      
7

8
3 3 8,

7 7
E
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ω ∈  

ولدينا معادلة المماس للإهليلج      
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 :تححدد بما يلي  Ω في النقطة

      
3 3 9 8 9 9 2 33 3 9 2

7 16 7 7 2 3
x y x y y x⇔+ = + = ⇔ = − +   

)وهي المعادلة المختصرة  للمستقيم      )AB .  

)وبالتالي فإن       )AB للإهليلج  مماس 
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .  
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) :       ولدينا  ) 3 3
7

2 3
3 xg x ⇔ =−− = ومنه   ′−

3 3 8
7 7

y g
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = −. 

 : إذن       
7

8
3 3 8,

7 7
E
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ω − دينا معادلة المماس للإهليلج  لو  ′∋
7

8E
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 : هي Ω في النقطة

      
3 3 9 8 9 9 2 33 3 9 2

7 16 7 7 2 3
x y x y y x⇔ −− − = − = ⇔ = −   المعادلة هذه المعادلة ليست  . −

)       المختصرة للمستقيم )ABإنما هي المعادلة المختصرة للمستقيم الموازي ل ،( )AB والمار من Ω′.  

 
 
 

 :التمرين الثالث 
):  المعادلة2فينعتبر . 1 ) : 195 232 1E x y− =.  

 :  لدينا       :1طريقة  -   أ
 

 
   

195:      إذن  3 5 13= × 3232  و  × 2 29= ×.  
 

232:       ومنه فإن  195 1∧ =.  
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 :ابعة  لأقليدس ، لدينا  حسب تقنية القسمة الأقليدية المتت    : 2طريقة        

 
232       ومنه نستنتج أن  195 1∧  .Bezoutبالإظافة  إلى معاملي  . =

 :  لدينا -  ب

 

):        إذن  )232 / 195 69 232 / 69
Gauss

x x+ /: ومنه فإن  . ⇒+ 69 232h x h∃ ∈ + = 

/:        أي  69 232h x h∃ ∈ = )نعوض هذا التعبير في العلاقة  . −+  : ، فنجد *(

      ( )195 232 232 58 58195 58 195h y yh y h⇔ ⇔× = + += =− + .  

):         ومنه فإن  ) ( ), 69 232 , 58 195x y h h= − + −  :أي  . ∋h حيث  +

    ( ) ( ) ( )( )1 169 232 232 , 58 195 195, h hx y − −− + + − + += .  

):        يكافئ  ) ( ) ( )( )1 1163 232 ,137 195, h hx y − −+ 1k  وبوضع =+ h= k:  ، نجد −   و∋

     ( ) ( )163 232 ,137 195, k kx y + k حيث  =+ ∈.  

)      وبما أن الأزواج  )163 232 ,137 195k k+ k ، حيث  + ) ، تحقق المعادلة ∋ )E فإن مجموعة ،  

)      حلول المعادلة )Eي  ه               :( ){ }163 232 ,137 195 /k k kS + + ∈= 

0 عددا صحيحا طبيعيا بحيث d ليكن-  جـ 232d≤ 195 و ≥ 1 232d ⎡ ⎤⎣ ⎦≡. 

/:        لدينا  195 232 1m d m∃ ∈ −  : ب ، لدينا .1حسب السؤال  . =

       ( ) ( )/ 163 232 ,137 195,k k kd m∃ ∈ + /: إذن  . =+ 163 232k kd∃ ∈ = +.  



18 - 10 -          2007      تصحيح موضوع الدورة العادية           محمد الحيان   الثانية بكالوريا علوم رياضية             :  الأستاذ 

0 232 0 232
163 232 69
163 69
232 232

163 232d
k

k

k≤ ≤ ⇔ ≤ ≤
⇔ − ≤ ≤

⇔ − ≤ ≤

+
 

k:         وبما أن   و ∋
69 0,29232  و ≈

163 0,70
232

− ≈ 0k:  ، فإن − 163d: إذن  . = =.  

233N:   لدينا .  2 =                     . ; 0N pq r r p= + ≤ < 

       2p r q p 

4 1 1162 
9 2 77 3 
25 3 46 5 
49 2 33 7 
121 2 21 11
169 1217 13

Stop       2891213 17
233N       إذن   .  عدد أولي =

q       نتوقف في حالة   p<  )  2أوp N>( .  

0,232Aلتكن .3 ⎡ ⎤
⎣ ⎦= f:ليكن  . ∩ A A→ تطبيقا يربط آل عنصر  a A∈ بالعنصر ( )f aحيث  

   ( )f a 195 هو باقي القسمة الأقليدية للعددa 233 على .  

}:      نقبل أن  } 2320 : 1 233\a A a ⎡ ⎤⎣ ⎦∀ ∈ ≡ .   

}:  طبيعيا أوليا ، فإن  عددا صحيحا nإذا آان  :   مبرهنة فيرما     } 10 : 1\ na a n− ⎡ ⎤⎣ ⎦∀ ∈ ≡ 

) ليكن -   أ ) 2,a b A∈ بحيث ( )f a b= .  لدينا( )f a 195 هو باقي القسمة الأقليدية للعددa 233 على.  

):  إذن       )195 233a f a ⎡ ⎤
⎣ )  و  ≡⎦ )0 233f a≤ 195: ومنه فإن  .> 233ba ⎡ ⎤

⎣ 0 و  ≡⎦ 233b≤ <.  

163163195:       ومنه فإن  233ba ⎡ ⎤
⎣ ⎦

× 195:   ولدينا ≡ 163 1 232⎡ ⎤⎣ ⎦× 195: إذن  . ≡ 163 1 232k× =   حيث+

      k 1631: إذن  . ∋ 232 233k ba + ⎡ ⎤
⎣ 232: نعلم أن  . ≡⎦ 1 233a ⎡ ⎤

⎣ 232:  ، إذن ≡⎦ 1 233ka ⎡ ⎤
⎣ ⎦≡. 

1:       وعليه فإن  232 1 233ka + ⎡ ⎤
⎣ 163: إذن  . ≡⎦ 233ba ⎡ ⎤

⎣ 0  و  ≡⎦ 232 233a≤ ≤ <.  

  . 233 على163b هو باقي القسمة الأقليدية ل a      وبالتالي نستنتج أن 
 
1 ولدينا A  نحوA تقابل منfأ ، لدينا .3  حسب -جـ :f A A−   هو التطبيق الذي يربط آل عنصر→

      b A∈بالعنصر ( )f b حيث ( )f b 163 هو باقي القسمة الأقليدية لb233 على .  

 :التمرين الرابع 
I .نعتبر الدالة العدديةg بما يلي   المعرفة على : 

                                                                      ( ) ( )
:

1 1 x
g

x g x x e
→

= + −
 

xليكن . 1    ):  ، لدينا ∋ ) ( )1 1 1x x xg x x e e xe= + − = − +. 

):           إذن  ) ( )( ) ( )1 1 1 xx x x xeg x x e e x e′ == + −′ = + )إشارة   . − )g x′ هي إشارة  x.  

       ( ) ( )lim lim 1 1
x x

xg x x e
→+∞ →+∞

+∞= + − )  و  = )lim lim 11
x x

x xxg x e e
→−∞ →−∞

−= + = 
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): إذن  .  علىg قيمة دنيا مطلقة للدالة0        ): 0x g x∀ ∈ ≥.  

)لدينا .  2    )0 0g  : ولدينا . =

       g0,ة قطعا على   تناقصي⎤ ⎡
⎦ ): إذن  . ∞−⎣ ) ( ) ( )0 0 0x g x g g x< ⇒ > ⇒ >.  

       g 0  تزايدية قطعا على,⎤ ⎡
⎦ ): إذن  . ∞+⎣ ) ( ) ( )0 0 0x g x g g x> ⇒ > ⇒ >    .   

):                                   وبالتالي فإن  )* : 0x g x∀ ∈ >.  

II .لتكنfبما يلي   الدالة العددية المعرفة على : 

( )
( )

; 01
0 1

x
xf x xe

f

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

= ≠
−

=
 

 1 .( ) 1lim lim lim
1

011x xx x x
x

x xf x
e e

e
→+∞ →+∞ →+∞

= = =
− −

0lim: ، لأن  xx
x
e→+∞

01lim و = xx e→+∞
=.  

    ( ) 0lim lim
1 1 0 1

0lim
x

x xx x x
x xef x

e e
x x

→−∞ →−∞ →−∞
= = =

− − −
+ + 0lim:  ، لأن = x

x xe
→−∞

0limو= x
x e
→−∞

=. 

 2 .( ) ( )0 0 0
1 1

1
lim lim lim 0

1 xxx x x e
x

xf x f
e→ → → −

= = = =
−

:  ، لأن 
0

1lim 1
x

x
e

x→

− = . 

  .0 متصلة في f     إذن 
x* ليكن -أ. 3   : دينا  ، ل∋
 

             ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )2 2 2 2

1 1 1
1 1 1 1 1

11x x

x x x x x

xx xx e x e x g xxf x
e e e e e

ee xe⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′′ − − −′ −
= = = = = −′

− − − − −

− −− −
 

) إشارة-   ب )f x′ هي إشارة * على ( )g x− .  ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالةfعلى .  

         ( )lim lim
1xx x

xf x
e→−∞ →−∞

= =
−

0lim:  ، لأن ∞+ x
x e
→−∞

=.  
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xليكن . 4  ):   ، لدينا ∋ )

0

x tJ x te dt−= ∫     .  

:    نضع -   أ
( )
( )

tu t e
v t t

−=′
=

:   ، إذن 
( )
( ) 1

tu t e
v t

−= −

=′
  

 :حسب تقنية المكاملة بالأجزاء ، لدينا  .  متصلتان وقابلتان للاشتقاق على v و u:       لدينا 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 000

xx xx t u t v t dt u t v t u t v t dtJ x te dt− ⎡ ⎤
⎣ ⎦= −′ ′= = ∫ ∫∫ 

                              ( ) 0 00
0 1

xx xt t x t x xdtte e xe e xe eJ x − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦− = − − = − +− − − −= ∫ 

):                                      وبالتالي فإن  ) 1x xJ x e e x⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

−= − −   

x ليكن -  ب )   : ، لدينا ∋ ) 0

x tJ x te dt−= ∫.  

x  ن       إذا آا 0:   ، فإن ∋+ 0 1x t x tt x x t e e te te t− − − −≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤.  

):         إذن  ) ( )
2 2 2 2

0 0 0
0 0

2 2 2 2

x x
x x x x xx t t t x xdt dt dt e J x J xete te t − −− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤ ≤ ≤⇒ ≤≤ ≤∫ ∫ ∫ 

):                         ومنه فإن  )
2 2

2 2
2 2

x x x xx xe J x e
+ −

− −
≤ ≤.  

x  ن       إذا آا 0: ، فإن ∋− 0 1 t x x tx t t x e e te te t− − − −≤ ≤ ⇒ ≤− ≤ − ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ 0t ،لأن ≥ ≤. 

):ن      إذ ) ( )
0 02 2 2 20 0 0

2 2 2 2
x

x x x
x x

xx t t t x xdt dt dt e J x J xete te t − −− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⇒ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
≤ − ≤ ≤ −⇒ ≤−≤ ≤∫ ∫ ∫ 

):         وعليه فإن  )
2 2

2 2
xx xJ x e −≤ ):          ، ومنه فإن ≥ )

2 2
2 2

2 2

x x x xx xe J x e
+ −

− −
≤ ≤.  

0x       هذه العلاقة تظل صحيحة من أجل  =.  

):                وبالتالي فإن  )
2 2

2 2: 2 2

x x x xx xx e J x e
+ −

− −
∀ ∈ ≤ ≤               

x* ليكن -    جـ ):  ، لدينا ∋ ) ( )1x xJ x e e x−= − ) و − )
2 2

2 2
2 2

x x x xx xe J x e
+ −

− −
≤ ≤. 

):          إذن  )
2 2

2 212 2
x x

x x x x
e e xx xe e−

+ −
− −

− −≤ 2:  ، ومنه ≥
2 211 1

2 2
x

x x
x x x xe xe e

x
e e

+ −
− −− −≤ ≤

2:            وبالتالي فإن 
* 2 2: 11 1

2 2
xx x x x

e x
x

x e e
− +

− −∀ ∈ ≤ ≤. 
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2:  لدينا -     د
* 2 2: 11 1

2 2
xx x x xe x

x
x e e

− +
− −∀ ∈ ≤ 2 و ≥

0
1 1lim
2 2

x x

x
e

−

→
2 و =

0
1 1lim
2 2

x x

x
e

+

→
=  

20:                               حسب خاصيات الترتيب والنهايات ، لدينا 
1 1lim 2

x

x
e x

x→
− − = 

:          ومنه فإن 
( ) ( )

( ) 20 0 0 0

10 1 11lim lim lim l
0

1im 11 2
1xx

xxx x x x

x
x

f x f x ee
ex x xx e

x

e x
→ → → →

−− − +−= = = =
−− −

− −−− 

):    ولدينا 0  قابلة للاشتقاق في f  إذن       ) 10 2f = −′.  

x* ليكن-أ. 5   :   ، لدينا ∋

        ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

2 2

4

2

2 4

1 1

1

1 2 1

1 1

x x

x

x x x x

x x

g x e g x e

e

xe e e g x eg x
f x

e e

′′⎛ ⎞ ′− − + −
⎜ ⎟ =⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − + −−
= =′′

− −
 

                              ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
2

4 3

1 2 1
1 2

1 1

x x x x x
x

x x

xe e e g x e ef x x e g x
e e

+
− − + −

= = − −′′
− −

 

 
 

                                                                         ( )
( )

( )( )3 2 2 1
1

x
x x

x

ef x xe x x e
e

+ += − + −′′
−

 

( )
( )

( )( )3 2 2
1

x
x

x
xef x e x

e
− + +=′′

−
 

x ليكن-   ب ):  ، نضع ∋ )( ) 2 2xh x e x x= − +  :  ، لدينا +

                          ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) 2 2 2 1 0x x x x xh x e x x e e x e x g′
= + =+ += − + + − −′ = ≥ 

)وبما أن  .  تزايدية على h     إذن    )0 0h  :  ، فإن =

( ) ( )
( )

0 0
0

x h x h
h x

≥ ⇒ ≥

⇒ ≥
      و      

( ) ( )
( )

0 0
0

x h x h
h x

≤ ⇒ ≤

⇒ ≤
 

):  لدينا -  جـ )
( )

( )*
2: 11

x

xx

h xex f x ee
∀ ∈ = ×′′ −−

 .  

 
 

)       إشارة  )f x′′ هي إشارة * على 
( )

1x
h x
e −.  

x*       ليكن  : لدينا   .∋
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( )
( )

( )

( )

0 1 0
1 0 0

01
0

x

x

x

x e h x
e h x

h x
e
f x

> ⇒ > >

⇒ − > >

⇒ >
−

⇒ >′′

æ

æ
        و         

( )
( )

( )

( )

0 1 0
1 0 0

01
0

x

x

x

x e h x
e h x

h x
e
f x

< ⇒ < <

⇒ − < <

⇒ >
−

⇒ >′′

æ

æ
 

)   : دينا        في آلتا الحالتين ، ل )* : 0x f x∀ ∈ >′′. 

)  إنشاء المنحنى -   د )fCفي المستوى Pالمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j:  

)   لدينا                 )lim 0
x

f x
→+∞

) إذن = )fC0 معادلته ∞+ يقبل مقاربا أفقيا بجوارy =.  

)                ولدينا  )lim 0
x

f x x
→−∞

) إذن += )fCمعادلته ∞− يقبل مقاربا مائلا بجوار y x=−.  
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III .لتكن( )n nu
∈

 : المتتالية العددية المعرفة بما يلي 

( )
0

1

1
;nn

u
u f u n+

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
= ∈

 

x*ليكن . 1    :لدينا  . ∋
 

( ) 1
01

1 1 01
10 11

1 1

x

x

x

x
x

xf x x xe
x xe

x e

x e
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⇔ =
−

⇔ − =
−

⇔ − =
−

⇔ = =
−

⇔ − =

æ_

 

                  ( )
2

ln 2

xe
f x x x

⇔ =
= ⇔ =

 

)     ولدينا  )0 1 0f = lnإذن  . ≠ 2x ) هو الحل الوحيد للمعادلة = )f x x= في .  

x ليكن -أ. 2  ):  ، لدينا ∋+ ) ( )
( )

( )
( )2 2

1

1 1

1
0

x x

xx g xf x
e e

e−
= =−′

− −

− −
≤ . 

) :       ولدينا  )* : 0x f x∀ ∈ fإذن  . ′′<    . + على زايدية ت′

):                إذن  ) ( ) ( ) 10 0 2x f x f f x≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥−′ ′ ′.  

) :        ومنه فإن  ): 01
2x f x+ ≤∀ ∈ ): إذن  . −′≥ ): 1

2
1
2x f x+∀ ∈ ≤− ≤′. 

)             :     فإن        وبالتالي ) 1: 2x f x+∀ ∈ ≤−′. 

f و +  قابلة للاشتقاق على f لدينا-  ب ⎤,0 متصلة على المجال ′ ⎡
⎦   التزايداتحسب مبرهنة  . ∞+⎣

): ينا ، لدالمنتهية        ) ( ) ( )( ); / ln 2 ln 2x c f x f f c x+ +∀ ∈ ∃ ∈ − =  محصور بين c حيث′−

       ln ): إذن  . x و2 ) ( ) ( )ln 2 ln 2f x f xf c− = ):  وبما أن . ′− ) 1
2f c ) و  ′≥ )ln 2 ln 2f = ، 

)                :     فإن          ): ln2 ln 21
2x f x x+∀ ∈ − ≤ − . 

nu ، لدينا ∋n        ليكن  )لأن ،  ∋+ ) 0,1f + +⎤ ⎤
⎦ ⎦= ): إذن  . ⊃ ) ln2 ln21

2n nf u u− ≤ −. 

:1                :               وبالتالي فإن  ln2 ln21
2 nnn u u+∀ ∈ − ≤ − 

)     :  نبين بالترجع أن -ب    ) 0
1* : ln 2 ln 22

n

nn u u⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤ −.  
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)       العلاقة  0n صحيحة من أجل *( =. 

) ، نفترض أن العلاقة∋n       ليكن  1n ونبين أنها صحيحة من أجل n من أجل  صحيحة*( +.  

2:        لدينا  1
1ln 2 ln 2
2n nu u+ +− ≤ 0 و −

1ln 2 ln 22

n

nu u⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ −.  

 

1:       إذن  0
1
2

1ln 2 ln 22

n

nu u+
⎛ ⎞

× ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ : أي  . −
1

1 0
1ln 2 ln 22

n

nu u
+

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ≤ −. 

0               :         فإن       وبالتالي
1: ln2 ln22

n

nn u u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤ −. 

:  لدينا - جـ
1: ln2 1 ln22

n

nn u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − ≤  و −
1 11 1 lim 02 2

n

n→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− < < ⇒ =. 

)     حسب مصاديق التقارب ، لدينا )n nu
∈

lim:    متتالية متقاربة نهايتها  ln 2nn
u

→+∞
=.  

IV.نعتبر Fبما يلي  الدالة العددية المعرفة على  : 

( )

( )

2
; 0

1
0 0

x
tx
tF x dt xe

F

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

= ≠
−

=

∫ 

x* ليكن -أ. 1   : ، إذن  تناقصية قطعا على f نعلم أن . ∋
                          

0x  إذا آان                : ، فإن <

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2

2

2 2 2

2
11

2

2

2

2

xx

x x x

x x x

x x
ee

F x

x t x

f x dt f t dt f x dt

x

F

x

x

f x f

f x f t f x

x

−−
⇒

≤ ≤ ⇒

⇒

⇒

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

∫ ∫ ∫
 

0xإذا آان              : ، فإن >

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2

2

2

2

2 2

2
11

2

2

x x x

x x x

xx

x t x f x f t f x

f x dt f t dt f x dt

xf x

x

F x xf

xF x ee

x

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

⇒ ≤ ≤

⇒ −

≤ ≤ −

−

⇒
−

≤− ≤
∫ ∫ ∫

 

                                                                             

):                                 وبالتالي فإن  )
2 2

2
* 2:

11 xx
x x

ee
x F x

−−
∀ ∈ ≤ ≤.  
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): لدينا   -  ب )*
2 2

2
2: 11 xx
x x

ee
x F x −−

∀ ∈ ≤ ≤.  

:        وبما أن 
( )

2

20 0
2

1 1

0 0
1 2

2lim lim
1 x

x
xx x

x
e e

x

x
e→ →

=
− +

= =
×−

  و 
2

0 0 1
0 0
1

lim lim1 xxx x
x

e
x

x
e→ →

=
−

= =
−

 

):        فإن  ) ( )0
00lim

x
F x F

→
=   .0 متصلة في Fوبالتالي فإن   ، =

):  لدينا -  جـ )*
2 2

2
2: 11 xx
x x

ee
x F x −−

∀ ∈ ≤ ≤ .  

  :إذن        
( ) ( )*

2:
0

0 1
2

1 xxx
F

x
F x x

e
x

e
∀ ∈

−
− −−

≤ ≤.  

:        وبما أن 
( )

20 0
2

1 1

2 1
1 2

2lim lim
1 x

x
xx x e e

x

x
e→ →

=
−

+
= =

×−
  و 

0 0
1

1
1 1
1

lim lim1 xxx x e
x

x
e→ →

=
−

= =
−

 

:        فإن 
( ) ( )

0

0
0 1lim

x

F
x

F x
→

−
−

) و 0 قابلة للاشتقاق  فيF ، ومنه فإن = )0 1F =′.  

        

x* ليكن -أ. 2   ، لدينا ∋
1

: t
tt ef
−

2x,دالة متصلة على المجال   x⎡ ⎤
⎣ 2 أو  ⎦ ,x x⎡ ⎤

⎣   حسب ⎦

2x, على المجالϕ،فهي تقبل دالة أصلية xإشارة        x⎡ ⎤
⎣ 2 أو⎦ ,x x⎡ ⎤

⎣ )، و⎦ ) ( )* :x x f xϕ∀ ∈ =′ .

)             :  إذن        ) ( ) ( ) ( )
22

2
1

xx
tx x
tF x dt t x xe ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤

⎣ ⎦= = = −
−∫.  

2x و ϕ       لدينا  xو * قابلتين للاشتقاق على * *: 2x x∀ ∈ ∈.  

x* لكل  و*ق  على  قابلة للاشتقاF  :إذن          :لدينا  ، ∋

         ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 42 2

1 11
2 2

x

x xx
x ex

e ee
F x x x x x f x f xϕ ϕ ϕ ϕ′

−′= = × − =
− +−

= − −′ ′ ′

                                                                                  ( ) ( ) ( )4
1

31 1x

x

xe
eF x f x f xe

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠+

−= −′ +
 

)           :                وبالتالي فإن  ) ( )* : 3
1
x

x
ex F x f xe

−∀ ∈ =′ +.  

 
⎤,  متصلة وتناقصية قطعا على المجالf نعلم أن-  ب ⎡⎦ ⎣+∞−∞.  

):        إذن  ) ( ) ( ), lim , lim 0,
x x

f f x f x
→+∞ →−∞

⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎤ ⎡⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎥ ⎢⎦ ⎣
+∞ = =−∞ ) : ومنه فإن  .∞+ ): 0x f x∀ ∈ > 

)       وبما أن  ) ( )* 3:
1

x

x
ex F x f x

e
−′∀ ∈ =
+

) ، فإن إشارة )F x′هي إشارة * على ( )3 xe−.   

ln 33 0 3x x xe e =− = ⇔ = ⇔ 

⎡,ln3 تناقصية قطعا على المجالF:        إذن  ⎡
⎣ ⎤ln3,0 على آل من المجالين  وتزايدية قطعا∞+⎣ ⎤⎦   و ⎦

                ,0⎤ ⎡
⎦ ⎣−∞.                                                                                                

.النهاية                                 
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):     بما أن  )*
2 2

2
2: 11 xx
x x

ee
x F x −−

∀ ∈ ≤  و ≥
2

lim 1xx
x

e→−∞
=

−
0lim، لأن ∞− x

x
e

→−∞
= 

):     فإن  )lim
x

F x
→−∞

= :  وبما أن ∞−
2 2 2

2
1 011

2 1 1lim lim lim2 211
t

t txx t t

e

x t t
e ee→+∞ →+∞ →+∞

= =
−

=
−−

 ، 

2tحيث      x=،  لأن :

2
2

22

1
2

02 2lim lim lim lim uutt t u ut e
u
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ee e

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 وذلك بوضع =
1
2

u t= ،   

:      و أن 
2 2 1

11
lim lim1 0

x

xx x x

e

x
e

x
e→+∞ →+∞

=
−−

):  ، فإن = )lim 0
x

F x
→+∞

= .  

 : آما يلي  على F     ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالة

 

( ) ( )22ln3

ln3
3- ln(3) - log(9) log(3)
2

ln3 0,4385061927
1t di ditF dte = += ≈

−∫ 

:  حيث 
1

lnlog( )   
1-

x tdi x dt
t

=   هي الدالة الأصلية للدالة ∫
ln
1-

t
t

t 1 على والتي تنعدم في  

  )هذه الدالة خارج المقرر( 
     ( )FC0 معادلته ∞+ يقبل مقاربا أفقيا بجوارy =.  

)       لدينا  )lim
x

F x
→−∞

=  و لدينا ∞−
( )*

2
2: 11 xx

F x
x

x x
ee

x −−
∀ ∈ ≤ 2 و  ≥

2lim
1xx

x
e→−∞

= +∞
−

:   إذن       
( )lim

x

F x
x→−∞

= ) ومنه فإن ∞+ )FCاتجاهه محور الأراتيب∞− يقبل فرعا شلجميا بجوار . 

)نى    إنشاء المنح     )FC:  

 
 


