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I)-  تكامل دالة متصلة على قطعةIntégrale d’une fonction continue sur un segment 

دالة متصلة على مجال  fلتكن       a ,b  وF  وG دالتين أصليتين للدالةf على المجال a ,b 

       لدينا:     ( ) ( )x a,b ,G x F x c,c  = +  :ولدينا،( ) ( ) ( ) ( )G b G a F b F a− = − 

)عدد الحقيقي إذن ال    ) ( )F b F a−غير مرتبط بالدالة الأصليةF  

 تعريف 

دالة متصلة على مجال  fلتكن      a ,bو،F  دالة أصلية للدالةf  على المجال a ,b 

)العدد الحقيقي  ) ( )F b F a−  يسمى تكامل الدالةf  منa  إلىb :و نرمز له بالرمز( )
b

a
f x dx 

)ل  bإلى  aو يقرأ: تكامل من  )f x dx أو أيضا مجموع ،( )f x dxa  إلىb. 

 أمثلة

 أحسب التكاملات التالية

 •  
2e

1

dx
I

x
=                •  2

0
J sin 2xdx



=         •  
2

21

dx
K

x
=     

•  4
20

1
L dx

cos



=          •  
1

ln2 t
2

1
M e dt=            •  

e

1

ln t
N dt

t
=       

 ملاحظة

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
bb b

a a a
f x dx f t dt F x F b F a = = = −   

 خاصية

 ،لدينا:kو  Iعناصر من cو bو  a،وIدالتين متصلتين على مجال  gوfلتكن          

) علاقة شال:• ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +    

) :الخطانية• ) ( ) ( )
b b b

a a a
f g dx f x dx g x dx+ = +     و( ) ( )

b b

a a
kf x dx k f x dx=  

•( )
a

a
f x dx 0=       •( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −  

 ملاحظة

            ( )
bb b

a a a
k , kdx kx k b a  = = −  

 أمثلة

 :أحسب التكاملات التالية      

  •  
2

0
J x 1dx= −         •  

0
J sin x dx



=             •  
ln2

x

ln2
K e 1dx

−
= − 

 تمرين

) بحيث: Jو  Iالتكامليننعتبر       )
1

2

0
I cos t dt=   و( )

1
2

0
I sin t dt=  

Iأحسب  -(1 J+  وI J− 

 Jو  I التكاملين استنتج قيمة كل من -(2
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II)- التكامل و الترتيب   Intégrales et ordre 
 خاصية

 ،لدينا:Iعنصرين من  bو  a،وIدالتين متصلتين على مجال  gوfلتكن      

aإذا كان  ▪ b  وf  موجبة على a ,b  فإن( )
b

a
f x dx 0 

aإذا كان  ▪ b   و  ( ) ( )x a,b , f x g x    فإن( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx  

 ةلمثأ

لدينا :   • x 1,e ,ln x 0   إذن،
e

1
ln xdx 0          •  ( )

1
2 t

0
sin t e dt 0 

لدينا :   •  2

1
t 0,1 ,0 1

1 t
   

+
،إذن 

1 1 1

20 0 0

dt
0dx 1dx

1 t
 

+      و منه
1

20

dt
0 1

1 t
 

+          

 تمرين

)نعتبر المتتالية العددية          )n n 0
u


المعرفة بما يلي:  

n
1

n 20

t
n ,u dt

1 t

  =
+ 

1أحسب  -أ-(1     
u 

)بين أن المتتالية  -ب         )n n 0
u


 تناقصية 

)المتتاليةاستنتج أن  -ج        )n n 0
u


 متقاربة 

بين أن  -ا-(2    
n

1
n ,0 u

n 1

   
+

 

)استنتج نهاية المتتالية  -ب        )n n 0
u


. 

 
III)- القيمة المتوسطة  La valeur moyenne 

 و تعريف خاصية

aبحيث Iعنصرين من  bو  a،وIدالة متصلة على مجال  fلتكن       b:لدينا، 

من المجال  cيوجد على الأقل عنصر  ▪ a ,b  : بحيث( ) ( )
b

a

1
f c f x dx

b a
=

−  

)العدد الحقيقي  ▪ )
b

a

1
f x dx

b a−   يسمى القيمة المتوسطة للدالةf  على المجال a ,b 

 
IV)- بعض تقنيات حساب التكامل  

  استعمال الدوال الأصلية -(1
 أمثلة

 أحسب التكاملات التالية

 •  
t

ln2

t0

e
I dt

1 e

 
=  

+ 
               •  

3
e

1

ln t
J dt

t
=             •  

6

1
K x 3dx= +    

•  
10

5

x
L dx

x 1

 
=  

− 
              •  

21
t

0
M te dt=              •   24

0
N tan tdt



=     
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  المكاملة بالأجزاء -(1
 خاصية

للاشتقاق على مجال قابلتيندالتين  vو  uلتكن  a ,b  بحيث الدالتانu  وv  متصلتان على a ,b . 

)لدينا:  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx  = −   

 .هذه الصيغة تسمى المكاملة بالجزاء

 أمثلة

 أحسب التكاملات التالية

 •  
0

I t sin tdt


=                •  ( )
e

2t

1
J 2t 1 e dt= −            •  ( )

ln2
x

1
K x 1 e dx= −    

•  ( )
1

0
L ln x 1 dx= +         •  

1
t

0
M te dt=                       •   

e

21

ln t
N dt

t
=     

V)- حساب المساحات و الحجوم 
 حساب المساحات -(1

)نفترض في كل ما يلي أن المستوى منسوب إلى معلم متعامد         )O,i , j  

iات هي وحدة قياس المساح j ز لها بالرمز و نرمu.a. 

  1خاصية

دالة متصلة على مجال  fلتكن       a ,b 

)مساحة حيز المستوى المحصور بين  Aلتكن  )f
C  منحنى الدالةf  و محور الأفاصيل و المستقيمين 

xاللذين معادلتاهما على التوالي  a=  وx b= . 

موجبة على  fإذا كانت  ▪ a ,b  فإن( )
b

a
A f x dx= .بوحدة قياس المساحات 

سالبة على  fإذا كانت  ▪ a ,b  فإن( )
b

a
A f x dx= −.بوحدة قياس المساحات 

 مثال

)الدالة العددية المعرفة بما يلي :  fلتكن  )
2

f x
x

= 

)أرسم  -(1 )f
C   معلم متعامد ممنظم في( )O,i , j  

)حيز المستوى المحصور بين  مساحة Aأحسب  -(2 )f
C  و محور الأفاصيل و المستقيمين 

xاللذين معادلتاهما على التوالي       xو  =1 e= . 

 ملاحظة

iإذا كان  ▪ j 1cm=  21cmفإن وحدة قياس المساحات هي =

  2خاصية

دالة متصلة على مجال  fلتكن       a ,b:لدينا، 

)مساحة حيز المستوى المحصور بين   )f
C  منحنى الدالةf و محور الأفاصيل و المستقيمين اللذين 

xمعادلتاهما على التوالي   a=  وx b= هي العدد الحقيقي الموجب: 

     ( )
b

a
A f x dx=  .بوحدة قياس المساحات 
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 مثال

)الدالة العددية المعرفة بما يلي :  fلتكن  ) 2
f x x 1= − 

)أرسم  -(1 )f
C   معلم متعامد ممنظم في( )O,i , j بحيثi j 1cm= = 

)حيز المستوى المحصور بين  مساحة Aأحسب  -(2 )f
C  و محور الأفاصيل و المستقيمين 

xاللذين معادلتاهما على التوالي       xو  =0 2= . 

  3خاصية

على مجال  التين متصلتيند gو  fلتكن       a ,b:لدينا، 

)مساحة حيز المستوى المحصور بين   )f
C  منحنى الدالةf  و( )g

C  منحنى الدالةg  و المستقيمين 

xاللذين معادلتاهما على التوالي  a=  وx b= هي العدد الحقيقي الموجب 

     ( ) ( )
b

a
A f x g x dx= − .بوحدة قياس المساحات 

 مثال

)الدالتين العدديتين المعرفتين بما يلي : gو  fلتكن    )
1

f x
x

)و  = ) 2
f x x= 

)أرسم  -(1 )f
C  و( )f

C ممنظم المتعامد المعلم في نفس  ال( )O,i , j   

)حيز المستوى المحصور بين  مساحة Aأحسب  -(2 )f
C  و( )g

C و المستقيمين  اللذين معادلتاهما 

على التوالي 
1

x
2

xو  = 2= . 

 حساب الحجوم -(2

)منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  الفضاء     )O,i , j ,k  وحدة قياس الحجوم هي ،u.v i j k= 

  خاصية

)منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  الفضاء )O,i , j ,k  

دالة متصلة على مجال  fلتكن  a ,b بحيث،a b. 

 حول محور الأفاصيل  هو  fحجم المجسم المولد بدوران منحنى الدالة 

( )( )
b 2

a
V f x dx=  بوحدة قياس الحجوم 

 مثال

على المجال  الدالة العددية المعرفة fلتكن  0,  : بما يلي( )f x sin x= 

)أرسم  -(1 )f
C   معلم متعامد ممنظم في( )O,i , j . 

 حول محور الأفاصيل   fأحسب حجم المجسم المولد بدوران منحنى الدالة  -(2
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