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 0202  يوليوزالإهتحاى الوطٌي دورة      ،   شعبت العلوم التجريبيت      ،    تصحيح هوضوع هادة الرياضياث

 الوظيفي. ذ:   تقديـــــن  
 ثاًويت ابي توهرث هراكش

===================================================================== 

 

نىثُه أن مشكض انفهكح (1 S  هى 3,2,1   5وشؼاػها هى. 

نتكه   z,y,xM  ومطح مه انفضاء. 

: نذَىا 

 
     
      25²3z²2y²1x

011²3²3z²2²2y²1²1x

011z6²zy4²yx2²xSM







 

ومىه مشكض انفهكح  S  هى 3,2,1   5وشؼاػها هى. 

k3j4ACABوثُه أن ( أ( 2


 

: نذَىا  4,3,1AB  

و       4,3,0AC  

 : إرن 

    kjiACAB
31

30

41

40

43

43  







k3j4ACAB: ومىه   . 

0ACABنذَىا  :اعتىتاد      إرنA    و  B   وC   غُش مغتمُمُح وتانتانٍ تحذد مغتىي ABC. 

مىظمُح ػهً   ACABوؼهم أن  ABC. 

نتكه  z,y,xM  ومطح مه انفضاء. 

: نذَىا 

   
     

08z3y4

00z32y40x0

0ACAB.AMABCM







 

مؼادنح دَكاستُح نهمغتىي    4y+3z+8=0: ومىه  ABC. 

وحغة  (ب (2  ABC,d : 

: نذَىا    5
5

25

²3²4

83324
ABC,d 




 

ومىه     5ABC,d  

تما أن : اعتىتاد   ABC,d   َغاوٌ شؼاع انفهكح 

فإن انمغتىي  ABC  مماط نهفهكح S. 

مخُلا تاسامتشَا نهمغتمُم وحذد ت (أ (3 : 

انمغتمُم     ػمىدٌ ػهً انمغتىي ABC  . 

إرن   ظمُح ػهً ىمىره تمتزهح م ABC    ٍوهACAB   . 

وتانتانٍ فإن    ماس مه 3,2,1  ومىره تانمتزهحACAB    
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:   ومىه تمخُم  تاسامتشٌ نهمغتمُم هى     Rt

t33z

t42y

1x
















 

نتكه  (ب (3 z,y,xM  ومطح مه انفضاء. 

نذَىا        























08z3y4

t33z

t42y

1x

:RtABCz,y,xM 

 

   

   

1t

25t25

08t333t424







 

                               

















0z

2y

1x

 

ومطح تماطغ  Hمخهىث إحذاحُاخ   : ومىه      و ABC   هى 0,2,1 . 

هٍ ومطح تماط   Hوتحمك مه أن ( د( 3 ABC    و S  . 

ومطح مه انمغتىي  Hنذَىا   ABC  

َحمك مؼادنح انفهكح    Hمخهىث إحذاحُاخ  تما أن  S  فإن SH . 

 ومطح مشتشكح تُه   Hوتانتانٍ  ABC    و S  . 

وتما أن  ABC    مماط نهفهكح S   فإن نهمغتىي ABC   و  انفهكح S  ومطح مشتشكح وحُذج وهٍ ومطح انتماط. 

هٍ ومطح تماط   Hومىه  ABC    و S  . 

 

064z38²z: انمؼادنح   Cوحم فٍ (1  

 .مزمىػح حهىل انمؼادنح   Sنتكه 

ممُض انمؼادنح هى    6464438
2

 

i434: فإن نهمؼادنح حهُه ػمذَُه متشافمُه هما   0تما أن 
2

i838
z1 


    وi434z2  

: ومىه  i434,i434S  

zوثُه أن ( أ(2
2

3
i

2

1
'z














 

نذَىا     00ze'z'MMR 3

4
i





 

z
3

4
sini

3

4
cos'z 







 



 

          z
2

3
i

2

1
'z
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 : ومىه  

z
2

3
i

2

1
'z

















 

 

 .   Rتانذوسان   Aصىسج  Bوثُه أن  ( ب(1

34i4i8 :نذَىا 
2

3
i

2

1
a

2

3
i

2

1




































 

ba: إرن 
2

3
i

2

1


















 

 :  ومىه

B  صىسجA   تانذوسان R  . 

 

وثُه أن   (د ( 2
2

3
i

2

1

bc

ba




  : 

 : نذَىا . 

  
 

2

3
i

2

1

4

33i3i1

²3²1

3i13i1

3i1

3i1

i1234

i1234

i434i838

i434i8

bc

ba






























 

 : ومىه  

2

3
i

2

1

bc

ba




 

نىكتة انؼذد  . 
2

3
i

2

1
  ٍػهً انشكم انمخهخ : 

 : نذَىا 








 








 





3
,1

3
sini

3
cos.1

2

3
i

2

1

 

    

 :متغاوٌ الأضلاع   ABCوغتىتذ أن ( د(2

:   نذَىا 






 






3
,1

bc

ba
 

1: إرن 
bc

ba





و      















2

3bc

ba
arg 

1:  وتانتانٍ 
bc

ba





و       


 2

3
BA,BC 

1: ومىه
BC

BA
    و   


 2

3
BA,BC 
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BCBA: وتانتانٍ      و   


 2
3

BA,BC. 

 وهزا َؼىٍ أن

 

 

 .8كم وتُزح نهتزشتح انؼشىائُح تؼتثش تشتُثح تذون تكشاس نؼىصشَه مه تُه : إرن .انغحة َتم تانتتاتغ وتذون إحلال 

نُكه  56Acard   نذَىا .كىن الإمكاوُاخ   
2

8  

: 3وغحة كشتُه مه تُه حلاث كشاخ تحمم انشلم (.  1 
28

3

56

23

56

A

card

cardA
Ap

2

3 





 

 3وأخشي لاتحمم انشلم  3َؼىٍ عحة مغ مشاػاج انتشتُة كشج تحمم انشلم  3عحة كشتُه إحذاهما  ػهً الألم تحمم انشلم .     

ومىه  
28

13

56

242

56

AA!2A

card

cardB
Bp

1

6

1

2

2

2 








 

 .2أو 1أو  0انتٍ تحمم ػذدا فشدَا َمكه أن َكىن انمغحىتح ػذد انكشاخ  .وغحة كشتُه تانتتاتغ وتذون إحلال مه انصىذوق ( أ( 2

 .2و  1و  0:هٍ   Xومىه لُم 

انحذث  ( ب( 2 1X   هى عحة كشج واحذج تانضثط تحمم سلما فشدَا. 

ومىه  
28

15

56

30

56

AA!2
1Xp

1

3

1

5  

 :  Xنىؼط لاوىن احتمال  (د( 2

                                      
 

28

3

56

23

56

A
0Xp

2

3 


 

                                      
 

28

10

56

45

56

A
2Xp

2

5 



 

                                  
 

28

15

56

30

56

AA!2
1Xp

1

3

1

5  

 :انزذول انتانٍ ومىه 

2 1 0 xi 

15

10
 

28

15
 

28

3
 

 

 
ixXp  

 

0un: وثُه أن (1    نكمn   مه N   

 :وغتؼمم الإعتذلال تانتشرغ 

0u0نذَىا   n=0مه ارم    1لأنu0 . 

 .  N مه   nنُكه 

0unوفتشض أن     . 0نىثُه انu 1n . 

0unتما أن     0فإنu3 n    0وu21 n  

0وتانتانٍ 
u21

u3

n

n 


0uأٌ    1n  

0un: ومىه حغة مثذأ انتشرغ وغتىتذ أن     نكمn   مه N  . 

 

 .متغاوٌ الأضلاع  ABCانمخهج 
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وثُه أن ( 2
n1n u

7

1
u 

 .   Nمه   nنكم  

 .  N مه   nنُكه 

: نذَىا 
 

 
n

n

n

nnn

n

n
n1nn

u217

²u

u217

u21²uu21

u21

u3
u

7

1
uu

7

1










 

 

0unتما أن      فإن
 

0
u217

²u

n

n 


0uuوتانتانٍ   
7

1
1nn    

n1n: ومىه  u
7

1
u   نكمn   مه N  .

 

 

وثُه أن (3 
nu متتانُح تىالصُح: 

:  نذَىا 

0
u21

²uu18

u21

²uu21u3

u
u21

u3
uu

n

nn

n

nnn

n

n

n
n1n

















 

0uu: وتانتانٍ  n1n    نكمn   مه N . 

ومىه  
nu  تىالصُح. 

وتما أن  
nu  تىالصُح ومصغىسج تانصفش فإوها متماستح. 

وثُه تانتشرغ أن ( أ( 4
n

n
7

1
u 








  نكمn   مهN* : 

نذَىا   n =1أرم  مه  .

1

1
7

1
u 








    لأن

22

3

u21

u3
u

0

0

1 


  
7

1

22

3
. 

 .*N مه   nنُكه . 

وفتشض أن  

n

n
7

1
u 








  . نىثُه أن :

1n

1n
7

1
u



 







 . 

نذَىا 

n

n
7

1
u 








    إرن

n

n
7

1

7

1
u

7

1








    ٌأ

1n

n
7

1
u

7

1










. 

n1nوحُج أن   u
7

1
u     فإن

1n

1n
7

1
u



 







. 

حغة مثذأ انتشرغ وغتىتذ أن  : ومىه 

n

n
7

1
u 








  نكمn   مه N*. 

وحذد وهاَح انمتتانُح  (ب(4 
nu : 

: نذَىا 

n

n
7

1
u0 








  نكمn   مه N*. 
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إرن  

n

n
7

1
limulim0 








.   

1وتما أن 
7

1
1     0فإن

7

1
lim

n









. 

0ulimومىه   n    ( ٍاحتشاماتٍ وتمذَشاتٍ  .…حغة مثشهىح انذسك !     ) 

 

 :انتمشَه انخامظ 

    :1انزضء

  3xln2xxxg
3  

 

: وتحمك أن (أ(1  2x3²x31x2xx3
3     وشش حم تثغُط.. 

لاتهح نلإشتماق ػهً    gانذانح ( ب ,0   ونكمx      مه ,0 نذَىا : 

                                                                                                    

 

x

2xx3

x

1
21²x3x'g

3 




 

وتما أن    2x3²x31x2xx3
3    فإن 

  
x

2x3²x31x
x'g


 

ومىه   
  

x

2x3²x31x
x'g


   نكمx      مه ,0. 

وتحمك مه أن ( أ(2 
0

x

2x3²x3


  نكمx      مه ,0. 

 مه   xنُكه  ,0. 

0²x3: إرن      0وx3  .  

02x3²x3وتانتانٍ  . 

ومىه 
 

0
x

2x3²x3



مه      xنكم   ,0. 

  :اعتىتاد( ب(2

نذَىا    
 

x

2x3²x3
1xx'g


    و

 
0

x

2x3²x3



مه      xنكم   ,0. 

إشاسج   ومىه  x'g  هٍ إشاسج 1x   ًػه ,0. 

تىالصُح ػهً   g انذانح وثُه أن  (أ(3 1,0   تضاَذَح ػهً   و ,1. 

:     نذَىا
 

1x

01x0x'g




 

ونذَىا 
 

1x

01x0x'g








 

ومىه     0x'g    نكمx    مه  1,0   و  0x'g   نكمx   مه ,1   . 

  تىالصُح ػهً gوتانتانٍ فإن  1,0   تضاَذَح ػهً   و ,1. 

وغتىتذ أن ( ب(3  0xg   نكمx      مه ,0. 

 مه   xنُكه  ,0، 

1xإرا كان .      فإن   xg1g   لأنg     تىالصُح ػهً انمزال 1,0. 
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x1إرا كان .     فإن   xg1g    لأنg   تضاَذَح ػهً انمزال ,1. 

ومىه    xg1g    نكمx      مه ,0. 

وحُج أن  1g0  فإن xg0    نكمx      مه ,0. 

 : انزضء انخاتٍ 

 
²x

xln1x
1xxf


 

 

وثُه أن (1 
 

3
x

xg
x'f    نكمx  مه ,0 

  لاتهح نلإشتماق ػهً fانذانح  ,0  ونكمx   مه  ,0  نذَىا : 

                                                                                      

 
 

 
33

3

4

4

4

4

4

x

xg

x

xln23xx

x

xlnx2x3²xx

x

xlnx2x2²x2x²xx

x

xln1xx2²x
x

1
1

1x'f
























  

نذَىا  :اعتىتاد  
 

3
x

xg
x'f    نكمx  مه ,0 

x0تما أن        و xg0  

فإن     x'f0    

تضاَذَح ػهً   fومىه   ,0  .  

وثُه أن ( أ(2  


xflim

0x
0x



: 

نذَىا   


xlnlim

0x
0x



11xlimو   

0x
0x





إرن    


xln1xlim

0x
0x



 

ونذَىا  



 0²xlim

0x
0x



إرن    


 ²x

xln1x
lim

0x
0x



 

: ومىه   


xflim

0x
0x



 

مماسب نهمىحىً  x=0انمغتمُم انمؼشف تانمؼادنح   :هىذعُا  C. 

 

0وثُه أن  (ب( 2
²x

xln1x
lim
x





و    


fiml 

نذَىا    . 
²x

xln

²x

1

x

1
lim

²x

xln1x
lim

xx





 

0:وتما أن     
x

1
l im
x




0و 
²x

1
lim
x




0و  
²x

xln
l im
x




0فإن    
²x

xln1x
lim
x





 

0نذَىا . 
²x

xln1x
lim
x





و    


1xlim

x
 

: إرن 


fiml. 
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 وثُه أن انمغتمُم( د( 2   1انزٌ مؼادنتهxy   مماسب مائم نهمىحىً رىاس : 

: نذَىا      0
²x

xln1x
lim1xxflim
xx







 

 انمغتمُم  :إرن   1انزٌ مؼادنتهxy   ًمماسب مائم نهمىحى C   رىاس  

وثُه أن ( 3 1x3y   ٍمؼادنح دَكاستُح نهمغتمُم انمماط نهمىحىً ه C  فٍ انىمطح انتٍ صود إحذاحُتُها هى 0,1  .  

 دنح  انمغتمُم انمماط نهمىحىًامؼ C  هٍ   1فٍ انىمطح انتٍ  أفصىنها  :    1f1x1'fy  . 

ونذَىا   01f     و  31'f     لأنln1=0 . 

إرن   1x3y   نهمغتمُم انمماط نهمىحىً هٍ مؼادنح دَكاستُح C  فٍ انىمطح انتٍ صود إحذاحُتُها هى 0,1  . 

إوشاء (4   و C  :  

 

انمىحىً  C تانهىن الأصسق 

انمغتمُم   تانهىن الأحمش. 

مماط  C تانهىن الأخضش   1ىل صفٍ انىمطح راخ الأف 

  

 

وثُه أن  ( أ( 5
e

2
1dx

²x

xlne

1
: 

: وضغ 

 

 











²x

1
x'u

xlnxv

      إرن     

 

 














x

1
xu

x

1
x'v

 

 :  وتانتانٍ 

   





























 

1
e

1

e

1

x

1

e

1

dx
²x

1

x

xln
dx

²x

xln

e

1

e

1

e

1

e

1

 

: ومىه 
e

2
1dx

²x

xlne

1
 

مغاحح حُض انمغتىي انمحصىس تُه انمىحىً  ( ب( 5 C  وانمغتمُم  1زَه مؼادنتاهما وانمغتمُمُه انx    وex ٍه:  

       uadx1xxf
e

1
   حُجua  ²أٌ    هٍ وحذج لُاط انمغاححcm1²cm²1jiua . 

: ونذَىا     dx
²x

xln
1xdx1xxf

e

1

e

1   

  ػىصش مه   xوحُج أن  e,1    01فإنx   0وxln   0أٌ أن
x

xln
1x     ( مزمىع ػذدَه مىرثُه) 

 :وتانتانٍ 
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e

1
1

e

2
11

e

1
1lneln

e

2
1x/1xln

dx
²x

xln
dx

²x

1
dx

x

1

dx
²x

xln
1xdx1xxf

e

1

e

1

e

1

e

1

e

1

e

1

e

1






















 



 

انمحصىس تُه انمىحىً  ومىه مغاحح انحُض  C  وانمغتمُم   1وانمغتمُمُه انزَه مؼادنتاهماx    وex ٍه 

     ²cm
e

1
1 








. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هع هتوٌياتي لكن بالتوفيق
 wadiiifi@hotmail.com 

 


