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الصفر. یخالف n طبیعیا صحیحا وعددا ،R علی معرفة f دالة نعتبر

. f (0) = f بالتوافق نضع

؛ R علی ل®شتقاق قابلة f الدالة کانت إذا R علی واحدة مرة ل®شتقاق قابلة f الدالة أن نقول

.f للدالة 1 رتبة المشتقة الدالة f (1) ونسمی ،f للدالة المشتقة الدالة f ′ حیث f (1) = f ′ نضع الحالة هذه فی

هذه فی ؛ R علی ل®شتقاق قابلة f (1) الدالة کانت إذا R علی مرتین ل®شتقاق قابلة f الدالة أن نقول

2 رتبة المشتقة الدالة f (2) ونسمی ،f (1) للدالة المشتقة الدالة (f (1))′ حیث f (2) = (f (1))′ نضع الحالة

.f للدالة

علی ل®شتقاق قابلة f (n−1) الدالة کانت إذا R علی مرة n ل®شتقاق قابلة f الدالة أن نقول بالترجع،

الدالة f (n) ونسمی ،f (n−1) للدالة المشتقة الدالة (f (n−1))′ حیث f (n) = (f (n−1))′ نضع الحالة هذه فی R؛

.f للدالة n رتبة المشتقة

غیر n طبیعی عدد لکل R علی مرة n ل®شتقاق قابلة و R علی المعرفة الدوال لمجموعة F ب نرمز

حقیقیة. أعداد معام®تها التی و R علی المعرفة الحدودیة الدوال لمجموعة P ب ونرمز ؛ منعدم

Ah�Am`tF� �km§ T�wbq� �¶At�

صحیح عدد ولکل ، αf ∈ F و f + g ∈ F لدینا حقیقیا. عددا α ولیکن ،F من دالتین g و f لــتکن أ-

کذلک لدینا n طبیعی

(f + g)(n) = f (n) + g(n), (αf)(n) = αf (n).

.F المجموعة إلی تنتمی P المجموعة إلی المنتمیة الحدودیة الدوال کل ب-

2 �þþ§rþþþ`�

یلی بما ،R من x لکل معرفة، P من حدودیة دالة P لتکن

P (x) = anxn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0

التالیة (EP ) التفاضلیة المعادلة نعتبر منعدم. غیر طبیعی صحیح عدد n بحیث

any
(n) + an−1y(n−1) +⋯ + a1y

(1) + a0y = 0 (EP )
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،P الحدودیة بالدالة المرتبطة المتجانسة الخطیة التفاضلیة بالمعادلة التفاضلیة المعادلة هذه تسمی

.(EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلة الممیزة الحدودیة بالدالة P وتسمی

تحقق f کانت إذا (EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلة حل F المجموعة من f دالة أن نقول

anf
(n) + an−1f (n−1) +⋯ + a1f

(1) + a0f = 0

لدینا R من x لکل أن أی

.anf
(n)(x) + an−1f (n−1)(x) +⋯ + a1f

(1)(x) + a0f(x) = 0

ry�@�¤ �Aþþþ��

یلی بما ،R من x لکل والمعرفة، P إلی المنتمیة P الحدودیة الدالة نعتبر ؛ حقیقیا عددا λ لیکن

.P (x) = x −λ

المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلة الممیزة الحدودیة الدالة هی P

.y′ −λy = 0 (EP )

تحقق f کانت إذا (EP ) التفاضلیة للمعادلة حل F من f

f ′(x) −λf(x) = 0

.R من x لکل

a �y� ,x z→ aeλx ��¤d�� ¨¡ Ts�A�tm�� TyW��� TylRAft�� T� A`m�� £@¡ �wl�  � r�Á@u�

.¨qyq�  d�
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یلی بما ،R من x لکل المعرفة، εr الحدودیة الدالة نعتبر 1 ≤ r طبیعی صحیح عدد لکل −1

εr(x) = xr.

لدینا R من x وکل ، k طبیعی صحیح عدد لکل أن من تحقق أ-

{ ε
(k)
r (x) = r(r − 1) . . . (r − k + 1)xr−k, 1 ≤ k ≤ r ;

ε
(k)
r (x) = 0, k ≥ r + 1.

.k طبیعی صحیح عدد لکل ε
(k)
r (0) العدد قیمة استنتج ب-

بمایلی ،R من x لکل معرفة، P من حدودیة دالة P لتکن −2

P (x) = anxn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0

منعدم. غیر طبیعی صحیح عدد n بحیث

.ak = P (k)(0)
k!

لدینا ،n و 0 بین محصور ،k طبیعی صحیح عدد لکل أن بین أ-

معام®تهما کانت إذا، وفقط إذا، متساویتان P من R و Q حدودیتین دالتین أن استنتج ب-

متساویة.

.P =R −Q الحدودیة الدالة اعتبار یمکن : إشارة
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عدد لکل P (x) = (x − λ)Q(x) حیث حقیقیا عددا λ ولیکن P من حدودیتن دالتین Q و P لتکن −3
نضع .x حقیقی

P (x) = anxn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0, Q(x) = bn−1xn−1 +⋯ + b1x + b0.

التالیة الع®قات تحقق Q و P الحدودیتن الدالتین معام®ت أن بین

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a0 = −λb0 ;
ak = bk−1 −λbk, 1 ≤ k ≤ n − 1 ;
an = bn−1.

Y�¤±� Tþþþ�Cd�� �� TyþþþWþþ� TylRAþþþf� �¯ Aþþþ`� TþþþF�C : ¨�A��� ºz���

التالیة الخطیة التفاضلیة المعادلة نعتبر .F المجموعة من دالة g و حقیقیا عددا λ لیکن

y′ −λy = g (Fg).

x لکل f ′(x) − λf(x) = g(x) تحقق f کانت إذا (Fg) التفاضلیة للمعادلة حل F من f دالة أن نقول

.R من

.(Fg) التفاضلیة للمعادلة ح® F من f لتکن −1

.g الدالة بد¯لة xz→ f(x)e−λx للدالة المشتقة الدالة أحسب أ-

التالی الشکل علی کتابتها یمکن f الدالة أن استنتج ب-

f(x) =G(x)eλx, x ∈ R

.R علی المعرفة ،xz→ g(x)e−λx للدالة أصلیة دالة G حیث

دالة کل أن تحقق ج-

h ∶ xz→G(x)eλx

.(Fg) الخطیة التفاضلیة للمعادلة حل ،xz→ g(x)e−λx للدالة أصلیة دالة G حیث

حلول أن بین .R من x لکل g(x) = R(x)eλx نضع السؤال، هذا فی .P من حدودیة دالة R لتکن −2
تحقق P من حدودیة دالة S حیث xz→ S(x)eλx الدوال هی (Fg) الخطیة التفاضلیة المعادلة

S′(x) =R(x), x ∈ R.

نضع السؤال، هذا فی .λ العدد یخالف حقیقیا عددا α لیکن و ،P من حدودیة دالة R لتکن −3
.R من x لکل g(x) =R(x)eαx

الدوال هی x z→ R(x)eµx للدالة ا±صلیة الدوال أن بین منعدم. غیر حقیقیا عددا µ لیکن أ-

تحقق P من حدودیة دالة R1 و ،c ∈ R حیث xz→R1(x)eµx + c

.R′

1(x) +µR1(x) =R(x), x ∈ R

.R1 الحدودیة الدالة وحدانیة بین

با±جزاء. مکاملة استعمال یمکن : إشارة

حیث x z→ S(x)eαx + ceλx الدوال هی (Fg) الخطــیة التفــاضلیة المعــادلة حــلول أن بین ب-

تحقق التی P من الوحیدة الحدودیة الدالة S و ،c ∈ R

.S′(x) + (α −λ)S(x) =R(x), x ∈ R
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(EP ) �wþ� �� Ts�Aþ�tm�� TyþWþ��� TylRAþft�� �¯ Aþ`m�� {þ`� TþþF�C : ��A��� ºz���

یلی کما R من x لکل معرفة P من حدودیة دالة P لتکن

P (x) = anxn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0

التالیة (EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة المعادلة نعتبر منعدم. غیر طبیعی صحیح عدد n بحیث

any
(n) + an−1y(n−1) +⋯ + a1y

(1) + a0y = 0 (EP )

αf + g الدالة فإن حقیقیا، عددا α و ،(EP ) للمعادلة حلین F من g و f الدالتان کانت إذا أنه بین −1
.(EP ) المعادلة لنفس حل کذلک هی

R �� x �k� P (x) = xn : Y�¤±� T�A��� −2
الخطیة التفاضلیة المعادلة حلول أن بین .R من x لکل P (x) = xn أن السؤال هذا فی نفترض

.(n − 1) درجتها تتعدی ¯ والتی P إلی تنتمی التی الحدودیة الدوال هی (EP ) المتجانسة

R �� x �k� P (x) = (x −λ)n : Ty�A��� T�A��� −3
.R من x لکل P (x) = (x −λ)n حیث منعدم غیر طبیعیا صحیحا عددا n و حقیقیا، عددا λ لیکن

º�d� �AqtJ¯ ztynby� T�y} أ-

صحیح عدد لکل أن و F إلی تنتمی fg الدالة أن بالترجع بین .F من دالتین g و f لتکن

لدینا r منعدم غیر طبیعی

(fg)(r) =
r

∑
k=0

(
r

k
)f (k)g(r−k)

یلی کما المعرف الطبیعی الصحیح العدد الی (r
k
) ب نرمز حیث

(
r

k
) =

r!

k!(r − k)!
, 0 ≤ k ≤ r.

التالیة باسکال صیغة استعمال یمکن : إشارة

(
r

k
) = (

r − 1
k − 1

) + (
r − 1
k
), 1 ≤ k ≤ r.

التفاضلیة المعادلة هی (EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة المعادلة أن بین ب-

n

∑
r=0

(
n

r
)(−λ)n−ry(r) = 0.

.R من x لکل h(x) = f(x)e−λx نضع .F من دالة f لتکن ج-

التفـاضلیة للمعـادلة حل f الدالة أن واستنتج ،h للدالة n رتبة المشتقة ،h(n)الدالة أُحسب

تتعدی و¯ P إلی تنتمی ،R حدودیة دالة وُجدت إذا، وفقط إذا، (EP ) المتجـانسة الخطیة

وتحقق ،(n − 1) درجتها
f(x) =R(x)eλx, x ∈ R.

یحققان λ حقیقیا وعددا ، P من Q حدودیة دالة هناک أن السؤال هذا فی نفترض −4

P (x) = (x −λ)Q(x), x ∈ R.

کانت إذا، فقط و إذا، (EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلة حل F من f دالة أن بین أ-

.(EQ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلة ح® f1 = f ′ −λf الدالة

ا±ول. الجزء من 3 السؤال نتائج استعمال یمکن : إشارة
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3−ج السؤال فی المطلوب ا¯ستنتاج عن ل²جابة أخری طریقة أوجد الترجع، مبدأ باعتماد ب-

جداء. ¯شتقاق لیبنیتز صیغة استعمال إلی اللجوء دون أع®ه

1 �yþþþbW� −5
المتجانسة الخطیة التفاضلیة المعادلة نعتبر

y(4) + y(3) − 3y(2) − 5y(1) − 2y = 0, (EP ).

الدالة هی (EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلة الممیزة الحدودیة الدالة أن تحقق أ-

یلی بما ،R من x لکل المعرفة، الحدودیة

P (x) = (x − 2)(x + 1)3.

هی (EP ) المتجانسة الخطیة التفاضلیة المعادلة حلـول أن بین السابقة، النتائج باستعمال ب-

.2 درجتها تتعدی ¯ P من حدودیة دالة S و ،c ∈ R حیث xz→ S(x)e−x + ce2x الدوال

مثنی، مثنی مختلفة حقیقیة أعدادا λ1,λ2, . . . ,λr لتکن و منعدم، غیر طبیعیا صحیحا عددا r لیکن −6
الی P ب ونرمز n = n1 +n2 +⋯ +nr نضع ؛ منعدمة غیر طبیعیة صحیحة أعدادا n1,n2, . . . ,nr و

یلی بما ،R من x لکل المعرفة، الحدودیة الدالة

P (x) = (x −λ1)n1(x −λ2)n2⋯(x −λr)nr .

الدوال هی (EP ) المتجانسة الخطـیة التفـاضلیة المعـادلة حلـول أن n علی بالترجع بین

xz→ P1(x)eλ1x +P2(x)eλ2x +⋯ +Pr(x)eλrx

.nk − 1 درجتها تتعدی ¯ P من حدودیة دالة Pk ،{1, . . . , r} المجموعة من k عدد لکل حیث

الثالث. الجزء من 4−أ السؤال نتائج استعمال یمکن : إشارة

2 �yþþþbW� −7

یلی بما ،R من x لکل معرفة، P حدودیة دالة نعتبر أ-

P (x) = xn + an−1xn−1 +⋯ + a1x + a0

الصفر. یخالف a0 و نسبیة صحیحة أعداد an, an−1, . . . , a1, a0 حیث

.a0 للعدد قاسم u فإن P الحدودیة للدالة جذرا u نسبی صحیح عدد کان إذا أنه بین

بحیث P نأخذ ب-

P (x) = x3 − 2x2 − 4x + 8, x ∈ R.
.P الحدودیة عمل ثم P (x) = 0 للمعادلة النسبیة الصحیحة الحلول حدد

یلی بما ،R من x لکل المعرفة، R الحدودیة الدالة نعتبر ج-

R(x) = x6 − 2x5 −x4 + 4x3 −x2 − 2x + 1.

أن استنتج ثم

R(x)
x3

= P (y) أن بین .y = (x + 1
x
) نضع ؛ منعدم غیر حقیقیا عددا x لیکن ●

R(x) = (x + 1)2(x − 1)4.

المتجانسة الخطیة للمعادلة F فی العام الحل أعط ●

y(6) − 2y5 − y(4) + 4y3 − y(2) − 2y′ + y = 0.

**********************
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