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Exercice : Montrer que
Pour tout z > £
|In(1 + ) — z| < 2.

Exercice: En utilisant le fait que
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s ) commun a tous les candidats :
1)  Pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonction g, définie sur ] 0 : + oo [ par :

Sy g B
2(x) =Inx = 1.

a) Déterminer les limites de g, en 0 et en + oo puis étudier le sens de variations de g, .
b) Montrer que I’équation g,(x) = 0 admet une unique solution dans ] 0 : + oo [.
On note o, cette solution. Montrer qu’elle appartient & 'intervalle [ 1 : e ].
¢) Etudier le signe de g, (x) sur J 0 : + eo [
2)  Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O: 1: 7).
On note (I') la courbe représentative de la fonction logarithme népérien.
a) Soit » un entier naturel non nul. Déterminer une équation de la droite A, passant par le point A de
coordonnées (0 : 1) et le point B, de coordonnées (7 : 0).
b) Faire un croquis représentant la courbe (I') et les droites A;. A, et A;.
¢) Montrer que o, est I'abscisse du point d’intersection de (I') avec A,
d) Préciser la valeur de o puis faire une conjecture sur le sens de variation de la suite (ct,).
3)  a) Exprimer In(o,) en fonction de » et de o,
b) Exprimer g,-; (¢,) en fonction de » et de o, et vérifier que : g,-; (0,) < 0.
¢) Déduire de la question précédente le sens de variation de la suite (o).
d) On admet que la suite (0,) converge. On note alors ( sa limite.
Etablir que In £ =1 et en déduire la valeur de [ .
4)  Pour tout entier naturel » non nul. on consideére la fonction £, définie sur [0 : + o= [ par :

) =xlnx—2x+>—
Jf,(.\) xlnx-2x G
£(0)=0
a) Démontrer que la fonction f; est continue en 0.
b) Déterminer la limite de f—‘—:& quand x tend vers 0 ?

La fonction f, est-elle dérivable en 0 ?
Que peut-on en déduire pour la représentation graphique de f, ?
¢) Démontrer que pour tout réel x de ] 0 : + oo [, £,'(x) est du signe de g,(x).
Dresser alors le tableau de variation de la fonction £, en précisant la limite de £, en + eo.
d) Dans un repere orthonormal (O: T: J) on note #, les courbe représentative de f,
Etudier les positions relatives de #, et #,.

Exercice 2

On désigne par n un nombre entier naturel non nul et I’'on se propose d’étudier les racines de I'équation
e” = 2™, que 'on note (E,). A cet effet, on introduit la fonetion f » définie par :

Falz) =1—2"e™".

A. ETUDE DES RACINES POSITIVES DE (E,).

1. Etude des racines positives des équations (En) et (E)

(a) Etudier et représenter sur [0: +o¢] les fonctions f1 et fo

(b) Etudier I'existence de racines positives pour les équations (E)) et (E,).

2. Etude des racines positives de I'équation (Es)

(a) Etudier et représenter sur [0; 2| la fonction f3.
En déduire que I'équation (Eg) admet deux racines positives u et v telles que 1 < u < v, et encadrer
chacune d’elles entre deux entiers consécutifs.
(b) Soit la suite définie par la relation yn+1 = 3In(yxs) et la condition initiale o ol yo est un nombre réel
strictement supérieur & u
+ Montrer que, si u < yp < v . alors, pour tout entier naturel n . u < y, < v.
# Montrer que, s1 v < yo , alors, pour tout entier naturel n , v < y,.
« Etudier le signe de y,+1 — ¥, en fonction du signe de ¥, — yn—1.
En déduire. selon la position de yy par rappoert & v , le sens de variation de la suite ().

2/3

e Etudier enfin la convergence et la limite de la suite (3m)-

(c) On choisit désormais yo = 4.
Ecrire en PASCAL un algorithme permettant le calecul de y, pour un entier n donné.
Etablir pour tout entier naturel n que 0 < v — yot1 < 0,73(v — yn) puis que 0 < v —y, < 0,757,
Comment suffit-il de choisir I'entier n pour gue g, constitue une valeur approchée de v a 10™° prés?
Donner cette valeur de ¥ ,, avec toutes les décimales fournies par la calculatrice.

(d) Soit la suite définie par la relation z,.; = Exp\?n) et la condition initiale g , ou =y est un nombre
réel positif strictement inférieur a v.
e Montrer que, s1 w < xg < v . alors, pour tout entier naturel n , u < 2, < w
e Montrer que, s1 g < u , alors, pour tout entier naturel n | =, < w.
o Etudier le signe de 2,+) — 2z, en fonction du signe de z, — 22—
En déduire, selon la position de x o par rapport & u . le sens de variation de la suite ().
Etudier enfin la convergence et la limite de la suite (x,).
(e) On choisit désormais xzy = 2.
Etablir pour tout entier naturel n que 0 < ap—1 —u < 0,656(x, — u) , puis que 0 < 2, —u < 0,65™.
Ecrire en PASCAL un algorithme permettant le caleul de z,, pour un entier n donné. Comment suffit-il
de choisir entier n pour que x,, constitue une valeur approchée de u & 107° prés?
Donner cette valeur de x,, avec toutes les décimales fournies par la calculatrice.

3. Etude des racines positives de I'équation (E,) pour n = 3.

(a) Etudier sur [0; +20] la fonetion f,. En déduire que I'équation (E,) admet deux racines positives u, et
vy, telles que 1 < up < v

(b) Déterminer. pour n = 4 . le signe de frn(un—1).
Déduire des variations de la fonction f,, le sens de variation de la suite (u, ) , puis prouver la convergence
de celle-c1.
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(c) Montrer que u, = expfﬂJ: et en déduire la limite L de la suite (u,), puis un équivalent simple de
1, = L quand n tend vers +00

(d) Déterminer, pour n > 4 , le signe de f,(v,—). Déduire des variations de la fonction f, le sens de
variation de la suite (v, ), pus étudier la limite de celle-ci

(¢) On pose pour tout réel z > 1 : g(z) = z — In(z). Montrer (a I'aide d'un théortme dont on rappellera
Pénoncé) que g réalize une bijection de |1; 00| sur [1; +00].
Etablir que g(v,/n) = In(n), montrer & I'aide de 47" (bijection réciproque de g ) que v, /n tend vers +
00, puis en deduire un équivalent de v, quand n tend vers +00.

B. ETUDE DES RACINES NEGATIVES DE (E,) .

1. Existence de racines négatives de ().

(a Etudier sur | = 00;0] les fonctions fy et fyp; pour tout entier k2 1.

(b) A quelle condition sur I'entier n l'équation (E),) admet-elle des racines négatives 7

2. Etude des racines négatives de I'équation (Ea).

fa] Encadrer entre deux entiers conséeutifs la racine négative w,, de I'équation {E-gﬂ] et déterminer, pour
n > 2, le signe de fan(wa-1)
(h) En deduire le sens de variation, la convergence et la limite L de la suite (w, ), puis un équivalent simple

de w, — L quand n tend vers + 20,

Exercice 4 (5 points)
1) Soit la fonction f définie sur |0, +eo[ par f(x) =lnx-xInx+x.
a) Calculer lim f(x); lim f(x) et _lim ) .
X—DT X—r+ 0 X=+@® ¥

b) Montrer que pour tout x >0, f'(x) = % -Inx.

2) Dans la figure (2) de I'annexe ci-jointe, &, et &, sont les courbes représentatives dans
un repére orthonormé (OII) des fonctions g et h définies sur}O, +co[ par
gix) = % et h(x)=Inx .

%, et &, se coupenten un point d'abscisse .

a) Par une lecture graphique donner le signe de f'(x) .
b) En déduire le sens de variation de f.

c) Montrer que f(B) = p+é-l.

3

On désigne par % la courbe représentative de f dans le repére (OT])

a) Etudier la position relative des courbes &;et €.
b) Montrer que la courbe & coupe I'axe des abscisses en deux points d'abscisses
respectives x; et x; tellesque 04 <x;<05 et 38<x,<39.

c) Placer dans le repére (0. T]) les points A (B, 0) et B(0, %) et en déduire une

<

construction du point de coordonnées (B, f(B) ).
d) Tracer .
4) Pour tout réel t de]o. +ao[\{B}, on désigne par «£(t) l'aire de la partie du plan S(t) limitée
par les courbes @get @, et la droite d’équation x=t.
a) Montrer que pour tout réel t & ]0,+[\{B}, Z(t) = () - f(t).
b) Soit t, > . Hachurer S(to).
¢) Montrer qu'il existe un réel unique t; dans 0, B[ tel que Z(t)) = Z(to).

Hachurer S(ty).
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Exercice
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]1 ; +oo [ par fix) = Inx - IL .
nx

On nomme (C) la courbe représentative de /et I la courbe d’équation y=Inx dans un repére

orthogonal (037, 7).

1.

2.

Etudier les variations de la fonction fet préciser les limites en 1 et en +co.

a) Déterminer lim [ f{x) - Inx ]. Interpréter graphiquement cette limite.
b) Préciser les positions relatives de (C)etde I
On se propose de chercher les tangentes a la courbe (C) passant par le point O,
a) Soit @ un réel appartenant a l'intervalle |1 ; +oof,
Démontrer que la tangente T, & (C) au point d"abscisse o passe par I’ origine du repére

si et seulement si f(a)~a f'(a)=0.

Soit g la fonction définie sur I'intervalle |1 ; +eo[ par g(x)= f(x)-x f'(x).

b) Montrer que sur J1 ; +eof, les équations g(x)=0 et (lnx)3 -(lnx)z— Inx-1=0.
ont les mémes solutions.

¢) Aprés avoir étudié les variations de la fonetion u définie sur R par u(f)=£>—1* ~¢-1,
montrer que la fonction » s’annule une fois et une seule sur R.

d) En déduire I'existence d"une tangente unique 4 la courbe (C) passant par le point 0.
La courbe (C) et la courbe I' sont données en annexe, page 6.
Tracer cefte tangente le plus précisément possible sur cette figure.

On consideére un réel m et I"équation f(x) = mx d’inconnue x.

Par lecture graphique et sans justification, donner, suivant les valeurs du réel m, le
nombre de solutions de cette équation appartenant & 'intervalle }1 ;10].
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France septembre 2004 EXERCICE 2 6 points
L’exercice comporte une annexe, a rendre avec la copie.
Le but de ce probleme est d'étudier, pour x et y élements distincts de Iintervalle ] 0 ; + oo [, les couples solutions
de ["équation x* = y* (E) et. en particulier, les couples constitués d"entiers

5 o L Jhnx Iy
1° Montrer que I'équation (E) est équivalente a S —“— .
oy e o _Inx
2° Soit h la fonction définie sur I'intervalle | 0; = oo [ par h(x) = Py
Lacourbe # représentative de la fonction h est donnée en annexe ; x, est 'abscisse du maximum de la fonction h
sur 'mfervalle ] 05 + oo |
a) Rappeler la limite de la fonction b en + e et détermuner la imite de la fonetion hen 0.
b) Calculer h'(x), ot h' désigne la fonction dérivée de la fonction b ; retrouver les variations de la fonetion b
Déterminer les valeurs exactes de x; et de h(xp).
¢) Détermmer |'mtersection de la courbe Z avec I'axe des abscisses.

3° Soit A un élément de Uintervalle ] 0 é [.

Prouver ['existence d'un unique nombre réel a de I'ntervalle ] 1 ; e [ et d'un unique nombre réel b de I'mntervalle
J e+ oo tels que h(a) = h(b) = 1.

Ainsi le couple (a, b) est solution de (E).

4% On considere la fonction s qui, a tout nombre réel a de 'ntervalle ]1 ; e [, associe 'unique nombre réel b de
I'intervalle ] e ; + oo [ el que h(a) = hib) (on ne cherchera pas a exprimer s(a) en fonetion de a).

Par lecture graphique uniquement et sans justification, répondre aux questions suivantes

a) Quelle est la limite de s quand a tend vers | par valeurs superieures ?

b) Quelle est la limite de s quand & fend vers e par valeurs inférieures ?

¢) Déterminer les variations de la fonction s. Dresser le tableau de variations de s

57 Déterminer les couples d’entiers distinets solutions de (E).
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