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     Nk 

تمثم يمهٕتا   Aَثٍٛ أٌ  انًصفٕفح (3
1

A َٔحذد
1

A  : 

IAنذُٚا  ²    ٘أIAA     

 ٔيُّ 

  

تمثم يمهٕتا   Aانًصفٕفح 
1

A    ٔنذُٚاAA 1
. 

 :اندضء انثاَٙ 

 : Iلإٌَ تشكٛة داخهٙ فٙ * َثٍٛ اٌ -أ(2

yxنُثٍٛ اٌ .  Iػُصشٍٚ يٍ   x   ٔ yنٛكٍ    ٍػُصش يI  . 

0axإرٌ    Ix    ٔIy: نذُٚا     ٔ0by  

ٔتانتانٙ     aaayax     ٘أayx     ُّٔيIyx . 

Iyx نذُٚا   I يٍ   x  ٔ yٔػهّٛ فئٌ  نكم   . 

 ٔيُّ 

 . Iلإٌَ تشكٛة داخهٙ فٙ * 

  :لإٌَ تثادنٙ * َثٍٛ اٌ -ب(2

 .   Iػُصشٍٚ يٍ   x   ٔ yنٛكٍ 

نذُٚا             xyaaxayaayaxyx  

xyyx :  ٔيُّ    نكمx   ٔ y   ٍيI.  ٙٔتانتان: 

   ٙلإٌَ تثادن. 
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 :تدًٛؼٙ  َثٍٛ أٌ . 

x   ٔ y ٔz   ٍػُاصش يI  . 
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ٔيُّ      zyxzyx    نكمx   ٔ y ٔz   ٍيI   
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 .تدًٛؼٙ  انمإٌَ 

 

 .ٚمثم ػُصشا يحاٚذا  َثٍٛ اٌ انمإٌَ -ج(2

   فئٌ     Iفٙ  ْٕ انؼُصش انًحاٚذ نهمإٌَ   e إرا كاٌ  xexIx   (تثادنٙ )  *   :
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 ٔيُّ 

 ,I   ْٕٔ ٚمثم ػُصشا يحاٚذاae  1. 

َثٍٛ أٌ  (3 ,I  صيشج تثادنٛح:  

 .  I ػُصشا يٍ   ’x   ٔxنٛكٍ 

نذُٚا  

  

 axa
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axٔنذُٚا  '  

I    ْٕٔ aيًاثلا فٙ   I يٍ   xٔيُّ نكم 
ax




1
. 

 .  Iٚمثم ػُصشا يحاٚذا فٙ  ٔ تدًٛؼٙ ٔ  لإٌَ تثادنٙ  ٔتًا أٌ  

 فئٌ 

 ,I  صيشج تثادنٛح. 

تشاكم يٍ  َثٍٛ أٌ (أ(4 ,I  َٕح 

 ,R: 

 .  Iػُصشٍٚ يٍ   x  ٔyنٛكٍ 

 
  

   yx
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نذُٚا     Iيٍ   x  ٔyٔيُّ نكم      yxyx  

 ٔتانتانٙ
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  ٍتشاكم ي ,I  َٕح 

 ,R. 

 

*َحٕ    Iتماتم يٍ  َثٍٛ أٌ 

R . 

ػُصشا يٍ  yنٛكٍ 

R . 

 : نذُٚا 
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y


1

 Ixأ٘ أٌ    

حٛث   Iفٙ    xٕٚخذ ػُصشٔحٛذ   I يٍ   yٔيُّ نكم   yx . 

 ٔػهّٛ فئٌ
  

  ٍتشاكم تماتهٙ  ي ,I  َٕح 

 ,R 

 

انًؼادنح    Iَحم فٙ  انًدًٕػح-ب(4
 

aax  33
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نذُٚا 
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 ٔيُّ

 a2انًؼادنح تمثم حلا ٔحٛذا ْٕٔ 

 : 22ٚمثم انمسًح ػهٗ   Nَثٍٛ اٌ  (2

:    يًثم فٙ َظًح انؼذ انؼشش٘ إرٌ   Nنذُٚا  انؼذد 
200932

10...1010101 N 

 .21ْٕ يدًٕع حذٔد يتتاتؼح نًًتانٛح ُْذسٛح أساسٓا  Nَستُتح أٌ انؼذد 

: ٔيُّ حسة صٛغح انًدًٕع 
110

110
2010




N 

ٔنذُٚا   11110     ٌإر   11110
20102010     ٘أ 11110

2010 . 

ٔتانتانٙ  110110
2010  
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1119ٔحٛث أٌ   ٌفئ    110
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 .22ٚمثم انمسًح ػهٗ N ٔٚانتانٙ 

  أٔنٙ 3122أٌ انؼذد  يٍ  َتحمك -أ(3

  54ٔ... ،   6،  4،   3: ْٙ  3122الأػذاد الأٔنٛح انتٙ يشتؼاتٓا أصغش يٍ أٔ تسأ٘ 

 .لا ٚمثم انمسًح ػهٗ أ٘ ػذد يٍ ْزِ الأػذاد فئَّ أٔنٙ  3122تًا أٌ انؼذد 

نذُٚا    2يٍ خلال انسؤال . 
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1201110ػذد أٔنٙ  ٔ   3122نذُٚا   
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2010  
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2010  
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  :استُتاج (ج(3
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 : 33232ٚمثم انمسًح ػهٗ   Nَثٍٛ أٌ  (4

20111122121نذُٚا     

ٔتًا أٌ   110N       ٔ 20110N    ٔ1201111  

فئٌ   2011110 N 

أ٘  221210N 

 :ْٔزا ٚؼُٙ أٌ  

 . 33232ٚمثم انمسًح ػهٗ   Nانؼذد 

 :اندضء الأٔل

21اٌ يٍ َتحمك (2  mz  حم نهًؼادنح 
mE :    تؼٕٚط 

 

: َثٍٛ أٌ  -أ(3  0312²121  miimzz 

َؼهى أٌ     412²21  miimzz    ( خذاء حهٙ يؼادنح يٍ انذسخح انثاَٛح) 

 : ٔتانتانٙ 
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AM’M’’      ٙيثهث  لائى انضأٚح ٔيتسأ٘ انسالٍٛ فA . 

 :يتذأسج  ’’A  ٔ ٔ M’  ٔM حٛث تكٌٕ انُمط  Mَحذد يدًٕػح انُمط  (ب(3
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 يختهفح  ’’A   ٔ ٔ M’  ٔMٔتانتانٙ انُمط .     ٔOَمطح يٍ انًستٕٖ تخانف   Mنتكٍ . 

R  ٚكافئ    يتذأسج ’’A   ٔ ٔ M’  ٔMانُمط ٔيُّ  
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A   ٔ ٔٔنذُٚا  iM 1'  .يتذأسج ’’A   ٔ ٔ M’  ٔMٔيُّ غٛش يستمًٛٛح     

 : ػهّٛ فئٌ ٔ

 1xيتذأسج  ْٙ انًستمٛى انز٘ يؼادنح  ’’A   ٔ ٔ M’  ٔMحٛث تكٌٕ انُمط   Mيدًٕػح انُمط 

 :اندضءالأٔل 

أٌ  يٍ  َتحمك(2 xfnxe
nx  

يٍ انًدًٕػح  ػُصشا   xنٛكٍ      : نذُٚا  .11,0,

 xfn

xnx

xxxe
nnx







ln

ln

 
 ٔيُّ

 xfnxe
nx  

 :  1لاتهح نلإشتماق ػهٗ انًٍٛٛ  فٙ   fٌ أنُثٍٛ (3

: نذُٚا 
   

0
ln

1
lim

0
lim

0
0

0
0




 xx

fxf

x
x

x
x



لأٌ      


x

x
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lnlim

0
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 فئٌ   R0ٔتًا أٌ  

f   ٙ1لاتهح نلإشتماق ػهٗ انًٍٛٛ  ف  . 

 :حساب انُٓاٚاخ (4
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lnlim. 

  يماسب ػًٕد٘ نهًُحُٗ  1xانًستمٛى انز٘ يؼادنتّ :ُْذسٛا  C. 

انًُحُٗ   C  ٚمثم فشػا شهدًٛا فٙ اتداِ يحٕس الأفاصٛم خٕاس  . 

  :َذسط تغٛشاخ انذانح (5

كم يٍ انًدانٍٛ  لاتهح نلإشتماق ػهٗ   fانذانح  1,0  ٔ ,1  ٔنكمx   ٍي     ,11,0  : نذُٚا   
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                       : ٔنذُٚا     exxf  0' 

 ٔ     exxf ,11,00'  

 َستُتح اٌ 

f  ٗتضاٚذٚح لطؼا ػه ,e   ٍٛٔتُالصٛح لطؼا ػهٗ كم يٍ انًدان 1,0  ٔ ,1. 

 :  ْٕ   fخذٔل تغٛشاخ 

                 e                       1                              1               x 

0         +        -           -  xf '

 

                               

          e 

                   1 

 

f 

 

َثٍٛ اٌ انًُحُٗ (6 C   ٚمثم َمطح اَؼطاف: 

كم يٍ انًدانٍٛ  يشتٍٛ  ػهٗ  لاتهح نلإشتماق  fانذانح  1,0  ٔ ,1  ٔنكمx   ٍي     ,11,0  : نذُٚا   
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:                                           ٔنذُٚا 
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xxf




 

تُؼذو فٙ  انؼذد   fتمح انثاَٛح نهذانح شانً
2

e ِٔتغٛش إشاستٓا تدٕاس 

 :إرٌ 

 انًُحُٗ  C  ْٕ ٚمثم َمطح اَؼطاف صٔج إحذاثٛتٛٓا








2
,

2
2 e

e . 

إَشاء (7 C. 

 

 .3nَفتشض أٌ (8

نذُٚا .   0,xf   نكمx  ٍي 1,0  ٙإرٌ انًؼادنح لاتمثم حلا ف 1,0 

يتصهح ٔ تُالصٛح لطؼا ػهٗ     fانذانح . e,1  

إرٌ       ,,1 eef 

ٔتًا أٌ    ,en  ػذد ٔحٛذ فٙ فئَّ ٕٚخذ e,1 حٛث  naf n   

يتصهح ٔ تضاٚذٚح  لطؼا ػهٗ     fانذانح . e,1 

تماتم يٍ    fإرٌ   ,e   َٕح ,e . 

ٔتًا أٌ    ,en   فئَّ ٕٚخذ ػذد ٔحٛذnb   ٙف ,e حٛث  nbf n  . 

 :ٔيُّ  

، انًؼادنح  3nحٛث   N يٍ  nنكم   nxf   ٘أ E  ٍٛتمثم تانعثط حهna  ٔnb  ٔنذُٚا :nn bea 1. 

 :اندضء انثاَٙ 

nbnتٍٛ أٌ  (2    : 3n 

 .3nحٛث   N يٍ  nنٛكٍ 
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نذُٚا   nbf n    ٔ  ,ebn
. 

ٔنذُٚا  
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b

b
b

b

b
bbfb

ln

1ln

ln
 

ٔنذُٚا   ,ebn
1lnإرٌ    nb    ٙٔتانتان 

nn bfb    ُّٔي  :
 

nbn      3n 

nbnتًا أٌ  :استُتاج       3n  ٔ  nl im    ٌفئnblim 

َثٍٛ اٌ (أ(3 
3nna  تُالصٛح: 

 .3nحٛث   N يٍ  nنٛكٍ 

نذُٚا   naf n      ٔ  11  naf n
 

: إرٌ    
nn afaf 1  

تُالصٛح لطؼا ػهٗ   fٔتًا أٌ  e,1   ٌفئ :nn aa 1 

nn: ٔيُّ  aa 1  نكم n  ٍي N   3حٛثn. 

ٔػهّٛ فئٌ انًتتانٛح   
3nna   تُالصٛح. 

تًا أٌ انًتتانٛح  :استُتاج  
3nna فئَٓا يُتماستح   2تُالصٛح ٔيصغٕسج تانؼذد. 

َثٍٛ أٌ (ب(3
n

e
a

n
n  ln

1
 .3nحٛث    Nيٍ  nنكم   

 .3nحٛث   N يٍ  nنٛكٍ 

نذُٚا    naf n      ٌإرn
a

a

n

n 
ln

nnٔتانتانٙ    ana ln 

eanٔحٛث أٌ  1  ٌفئean n  ln1 

ٔتانتانٙ   
n

e
a

n
n  ln

1
 .3nحٛث   N يٍ  nنكم   

نذُٚا  :استُتاج 
n

e
a

n
n  ln

1
  : 3n 

n:  إرٌ 

e

n
n eae 
1

   : 3n 

1limlimٔحٛث أٌ 

1

 n

e

n ee   ٌفئ
 

1lim na   ( ٙاحتشاياتٙ ٔتمذٚشاتٙ...حسة يثشُْح انذسك ! ) 

eaَثٍٛ أٌ (ج(3
n

n lim: 

حم نهًؼادنح   naنذُٚا  E . 

إرٌ 
n

n

a
ae n  

1limتًا أٌ  na   ٙ2ٔ  انذانح الأسٛح انُثٛشٚح يتصهح ف  

eeeفئٌ  na
 1

lim 

eaٔيُّ 
n

n lim. 

 

َثٍٛ أٌ (أ(2    ²
0:0

x
xexFx
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      :نذُٚا     .ػذدا حمٛمٛا يٕخثا  xنٛكٍ 
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