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
6

 

 

  
 

 
 



 


 
 

 

   وCosSin a b a b  
    2 Cosو 2Sin a a 
 
 
 tan a b 
 aCosx bSinx 
  


  

 
 
 
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 


 

 
  
 
   

  


 

Ⅰ 
Ⅱ 
Ⅲ 
Ⅳ 
ⅤaCosx + bSinx 
Ⅵ 
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Ⅰ 
1a -b aو +b      tan a± b Cosو a± b Sinو a ±b 
9 



لبین أن )1    ; 2OA OB b a  


.

:لدینا            ; ; ; 2 2 2OA OB OA i i OB a b b a       
  

ⅰ/ Cos a - b
:             باستعمال الصیغة المثلثیة للحساب المثلثي 

   . 1 1 ( )OA OB OA OBCos b a Cos a b Cos a b      


ذن                 إ .OA OB Cos a b 


①

:لدینا )3 ;OA Cosa Sinb


     و   ;OB Cosb Sinb


.:     إذن  . .OA OB CosaCosb Sina Sinb 


②

: نستنتج أن  ② و ①من      Cos a b Cos a Cos b Sin a Sin b  

1 

①
01 

5: مایلي احسب  7; ; Cos
12 12 12

Cos Cos  )لاحظ أن:
12 3 4
   5 و 3

12 4 3
    7 و 3

12 4 6
   (

ⅱ/ Cos a +b

 لدینا:    Cos a b Cos a b   ونعلم أن     وSin -xCos x Cosx Sinx  

  إذن    

    
     
    

Cos a b Cos a b

Cos a Cos b Sin a Sin b

Cos a Cos b Sin a Sin b

  

   

  

أي      Cos a b Cos a Cos b Sin a Sin b  

2 

②
02 

:  مایلي احسب 
11 5 7

; ; Cos
12 12 12

Cos Cos
  

: لاحظ أن(
11 2
12 3 4
  
 و 

5
12 4 6
  
  و 

7
12 3 4
  
 (

ⅲ Sin a +b

 نعلم أن:
2

Cos x Sinx
    

  و أن 
2

Sin x Cosx
    

:    إذن    
2 2

Sin a b Cos a b Cos a b                   

     ; ba Cos a b Cos a Cos b Sin a Sin b       

     ; b :a Cos a b Cos a Cos b Sin a Sin b       
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:وبالتالي 

 
2

. .
2 2

. .

Sin a b Cos a b

Cos a Cosb Sin a Sinb

SinaCosb Cosa Sinb



 

         
         
   

 

:                    أي     . .Sin a b SinaCosb Cosa Sinb  

3 
③

03 

:  مایلي احسب 
11 5 7

; ; Sin
12 12 12

Sin Sin
  

:لاحظ أن(
11 2
12 3 4
  
 و 

5
12 4 6
  
  و 

7
12 3 4
  
 (

ⅳ Sin a- b
نعلم أن: Sin x Sinx   و    Cos x Cosx 

 إذن 

    
   . .

. - .

Sin a b Sin a b

SinaCos b Cosa Sin b

SinaCosb Cosa Sinb

  

   


4 

④
04 

5:  مایلي احسب  7; ; Sin
12 12 12

Sin Sin  )لاحظ أن:
12 3 4
   5 و 3

12 4 3
    7 و 3

12 4 6
   (.

05 

1Sinxلیكن )1 .  وx . أحسب:
3

Cos x   
 

  و 
3

Sin x   
 

2:اختزل التعابیر التالیة )2 . 5 5 . 2Sin x Cos x Sin x Cos x  3   و . . 3Cos x Cosx Sinx Sin x.

5:احسب )3 5. .
12 12 12 12

Sin Cos Sin Cos          5           و 5. .
12 12 12 12

Cos Cos Sin Sin   

. عددا حقیقیا xلیكن )4

2:بین أن /              أ  4 0
3 3

Cosx Cos x Cos x           
   

2:بین أن/            ب  4 0
3 3

Sinx Sin x Sin x              
.

ⅴ tan a -b
10 

bولیكن  aعددین حقیقیین بحیث :
2

a k   و 
2

b k   و 
2

a b k    معk .

     ; : ina b Sin a b S a Cos b Cos a Sin b       

     ; : ina b Sin a b S a Cos b Cos a Sin b       
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:   لدینا 

   
 

tan

-

Sin a b
a b

Cos a b

SinaCosb SinbCosa
CosaCosb SinaSinb

CosaCosb


 








Sina Sinb
Cosa Cosb

CosaCosb

  
 

1

tan - tan
1 tan tan

Sina Sinb
Cosa Cosb

a b
a b

    


 

5 

06 

:  مایلي احسب 
5 7

tan ; tan ; tan
12 12 12
  

:لاحظ أن(
12 3 4
  

 و 
5 3
12 4 3
  
  و 

7 3
12 4 6
  
 (

ⅵ/ tan a+ b

bولیكن  aعددین حقیقیین بحیث :
2

a k


  و 
2

b k


  و 
2

a b k


   مع  k .

:        نعلم أن   tan tanx x 

:       إذن 

    
 
 

tan tan

tan tan
1 tan tan

tan tan
1 tan tan

a b a b

a b
a b

a b
a b

  

 


  




 
6 

07 

11:  مایلي احسب  5 7tan ; tan ;tan
12 12 12
  )11:لاحظ أن 2

12 3 4
   5 و

12 4 6
    7 و

12 3 4
   (

08 
: اختزل التعابیر التالیة )1

tan tan1 tan .tan
3 612 24 ;

tan 1 tan . tan
12 24 3 6

B A
tan

  

   


 

 

bولكل عددین حقیقیین   aبحیث :
2

a k


  و 
2

b k


  و 
2

a b k


   مع  k .

  tan tan
tan

1 tan tan
a b

a b
a b


 
 

⑤

bولكل عددین حقیقیین   aبحیث :
2

a k


  و 
2

b k


  و 
2

a b k


   مع  k .

  tan tan
tan

1 tan tan
a b

a b
a b


 
 

⑥
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3tan:  إذا علمت أن tanxحدد  )2
4 4

x    
 

.

: إذا علمت أن )3
3

tan
5

   و   
4

tan
3




 احسب : tan   و  tan  .

Ⅱ 
11

1Cos2a
 عددا حقیقیا a        لیكن

   2

² - ²

Cos a Cos a b

Cosa Cosa Sina Sina
Cos a Sin a

 

   


²ونعلم أن     ² 1Cos a Sin a  ²:  إذن 1 ²Cos a Sin a  ²    و 1 ²Sin a Cos a
²:  ومنھ   ² ² 1 ² 2 ² 1Cos a Cos a Sin a Sin a Cos a    

09 

;:  احسب )1 Cos
8 12

Cos
 

2Cos:احسب )2 x في كل حالة من الحالات التالیة :
1 3 3 3; ; ; -
3 5 4 3

Cosx Cosx Sinx Sinx   

2Sin2a
. عددا حقیقیا a      لیكن 

:   لدینا 
   2

2

Sin a Sin a a

Sina Cosa Sina Cosa
Sina Cosa

 

   
 

9 

10 

;: احسب )1 Sin
8 12

Sin  

2Sin:احسب )2)2 x في كل حالة من الحالات التالیة :

 3 4 1 3
; -=Sinxو ; ;2 =Cosxو ; ; =Sinxو ;

2 2 5 2 2 53
x x x

   
             

7

2 2

2

2

: 2

1-

2 1

a Cos a Cos a Sin a

Sin a

Cos a

   



 


⑦

8 
2

2

1 2
:

2
1- 2

2

Cos a
a Cos a

Cos a
Sin a


  




⑧

2 2a Sin a SinaCosa  ⑨
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3tan2a

2: عددا حقیقیا بحیث a     لیكن 
2

a k


   و  
2

a k


  حیث  k .

:    لدینا   

   
 
 

2

tan 2 tan

tan tan
1- tan tan

2 tan
1- tan

a a a

a a
a a

a
a

 








10 

11 

tan: عددا حقیقیا بحیث x              لیكن  3x  احسب tan 2xو tan
2
x

  و 
4 3

11tan 4x

4tana Sinaو Cosaaو
tan

2
 لدینا :

2

2

2 2

² ²
2 221

²1 tan ² 22 2

1 tan
2 21

²
2

a aa Cos SinSin

aa a CosCos

a a
Sin

aCos

                        
       

 
 
 

² ²
2 2

²
2

a a
Cos Sin

aCos

   
 
  

² ² 2
2 2 2
a a a

Cos Sin Cos Cosa                

11 

 لدینا :

2 2

22
2 tan 2 ²

2 2 2 2 2 2
2 2 21 tan ² ²

2 2 2 2 21
²

2

a
Sin

a a a a
Cos Sin Cos

a a a
Sin Cos Sin Sina

a a a a a
Sin Cos Cos Sin

aCos




     
                                                    

 
  

  
2

/ 2 و  و                                      :
2 2

2 tan
tan 2

1- tan

a a k a k k

a
a

a

 
       



 
⑩

2

2

/ 2 و  و                                      :
2 2

1 tan
2

1 tan
2

a a k a k k

a

Cosa
a

        

 

   
 

 

⑪
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12 

 لدینا 


2

2 2 2

2 tan 1 tan 2 tan
2 2 2tan

1 tan 1 tan 1 tan
2 2 2

a a a
Sina

a
a a aCosa

            
           

13 

 

tan   بوضع 
2
xt     

2x: بحیث  من x لكل  k    و  
2

x k   لكلk من.

:     لدینا    
2

2 2 2

2 1- 2
tanو    و                                                      

1 1 1-
t t t

Sin x Cos x x
t t t

  
 

)تظھر أھمیتھا في حساب التكامل (

12 
tan: عددا حقیقیا بحیث x  لیكن  4 5x . أحسبSin8x tan8xو Cos8xو

Ⅲ
/1/.13نشاط   ال

. عددان حقیقیان b و a      لیكن 

 لدینا :
     
      و

Cos a b Cos a Cos b Sin a Sin b

Cos a b Cos a Cos b Sin a Sin b

  

  

:  إذن  
     
     

2

2 و

Cos a b Cos a b Cos a Cos b

Cos a b Cos a b Sin a Sin b

   

   

14  

2

/ 2 و  و                                      :
2 2

2 tan
2

1 tan
2

a a k a k k

a

Sina
a

        

 
 
 
   
 

 

⑫

2

/ 2 و  و                                      :
2 2

2 tan
2tan

1 tan
2

a a k a k k

a

a
a

        

 
 
 
    

 

⑬

:  لدینا b و aقیین لكل عددین حقی

       

       

1
2
1 و

2

Cos a Cos b Cos a b Cos a b

Sin a Sin b Cos a b Cos a b

     

     

14

15
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 لدینا :
     
     

in

in

Sin a b S a Cos b Cos a Sin b

Sin a b S a Cos b Cos a Sin b

  

  

:إذن 
     
     

2 in

2 in

Sin a b Sin a b S a Cos b

Sin a b Sin a b Cos a S b

   

   

15 

13 

:بین أن )1  2 3
;

3 3 4
x Cos x Cos x Cos x

            
   



:اكتب على شكل مجموع التعابیر التالیة )2
( ) . (3 ). (5 ) و g(x) = (3 ). . (5 )f x Cosx Cos x Cos x Sin x Sinx Sin x

Ⅳ 
132 

-        نضع  qو a b p a b  

و:لنبین أن /   أ 
2 2

p q p qb a  

-        لدینا  qو a b p a b   2 إذنq p a   2  وp q b .  و:و منھ
2 2

p q p qb a  

 لدینا  :
     

     

1
2
1 و

2

Cos a Cos b Cos a b Cos a b

Sin a Sin b Cos a b Cos a b

     

     

: إذن 
 

 

1
2 2 2

1 و
2 2 2

p q p q
Cos Cos Cos p Cos q

p q p qSin Sin Cos p Cos q

               
                

16 

  لدینا :
   
   

2 .

2 .

SinaCosb Sin a b Sin a b

Cosa Sinb Sin a b Sin a b

   

   

:   إذن  
 

 

2 .
2 2

2 .
2 2

p q p qSin Cos Sin p Sin q

p q p q
Cos Sin Sin p Sin q

        
   

           

:  لدینا b و aلكل عددین حقیقیین 

       

       

1in
2

1in و
2

S a Cos b Sin a b Sin a b

Cos a S b Sin a b Sin a b

     

     

16

17

:q و pلكل عددین حقیقیین 

   

   

2
2 2

2 و
2 2

p q p qCos p Cos q Cos Cos

p q p q
Cos p Cos q Sin Sin

            
            

18

19
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17 

14 
: ، نضع  من x     لكل  3 5 7A x Sinx Sin x Sin x Sin x   

1(a/ 3:اكتب على شكل جداء مایلي 5 Sinxو Sin7xSin x Sin x 
b/ أستنتج أن: 4 . 2 . 4A x Cox Cos x Sin x.

حل في المجال )2 0; المعادلة   0A x .

Ⅴ aCos x + bSin x 
14 

:    نعتبر المستوى منسوبا إلى معلم متعاند ممنظم /1 ; ;O i j


²نضع  . ²r a b .

  النقطة  ;M a b تنتمي إلى الدائرة  ذات المركز O  والشعاع r. ونعلم أن الدائرةلھا تمثیلا بارامتریا ھو :

 
x rCos
y rSin







 
. بما أن:  ;M a b  یوجد  فإنھ  من  بحیث :

a rCos
b rSin







و: أي 
² ² ² ²
a b

Cos Sin
a b a b

  
 

(*)

2/ ²: لدینا ²
² ² ² ²
a b

aCosx bSinx a b Cosx Sinx
a b a b

 
      

:فإن(*)  وحسب نتیجة العلاقة  ² ²aCosx bSinx a b Cos Cosx Sin Sinx    

 ومنھ   ² ².aCosx bSinx a b Cos x    
 

 
1 1

Cosx-Sinx= 2 Cosx- Sinx
2 2

2 2
= 2 Cosx- Sinx

2 2

π π
= 2 Cos Cosx-Sin Sinx

4 4

π= 2Cos x+
4

 
  
 
   
 
 
 

 
  

       

   

1 3
Cos 2x - 3Sin 2x =2 Cos 2x + Sin 2x

2 2

π π
= 2 Cos Cos 2x +Sin Sin 2x

3 3

π=2Cos 2x-
3

 
   

 
 
 

 
  

 

1:  یمكن ملاحظة أن 
² ²
a

a b



1  و 

² ²
b

a b



  و 

2 2

1
² ² ² ²
a b

a b a b
           

 من   إذن یوجد 

وث بحی
² ² ² ²
a bCos Sin

a b a b
  

 

:q و pلكل عددین حقیقیین 

   

   

2
2 2

2 و
2 2

p q p q
Sin p Sin q Sin Cos

p q p q
Sin p Sin q Cos Sin

            
         

   

20

21

یوجد زوج . عددین حقیقیین غیر منعدمین b  و aلیكن  ;r  من   بحیث :

² ² rو      و                                      a b b rSin a rCos     لدینا  و: ² ².aCosx bSinx a b Cos x    
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و بحیث  من أو یوجد 
² ² ² ²
b a

Cos Sin
a b a b

  
 

:وفي ھذه الحالة یكون لدینا  ² ²aCosx bSinx a b Sin Cosx Cos Sinx    

:                           أي      aCosx bSinx rSin x    ²: حیث ²r a b 

Ⅵ 
1aCosx +bSinx = c



 
: المعادلات التالیة          حل في      1E :Cos 2x - 3Sin 2x 1 و    2E :Cos x -Sin x 1

   3E : 3Cos x +Sin x 3
 

 3E 2Cos x- 3
6

3
Cos x-

6 2

Cos x-
6 6

Cos





 

    

    
    

:              إذن  2 / 2 ' / '
3

S k k k k


      
 

 

لحل المعادلة    :E aCosx bSinx c ت التالیة     نتبع الخطوا:

 0 إذا كانabc ) أو  أو       أي  أحد الأعدادc b a فإن المعادلة )0 یساوي Eتكافئ إحدى

tan:  المعادلات الأساسیة   xأو   أو                                Sinx Cosx     وھذه معادلات نعرف طریقة حلھا  .
0ا كان إذabc ) و  و       أي الأعدادc b a فإن المعادلة )0  تخالف E تكافئ  rCos x c 

   أي     cCos x
r

  وھي معادلة أساسیة نعرف حلھا ) أو . rSin x c  أي   cSin x
r

 

(


