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  :التمرین الأول

2:نعتبر المعادلة -1 (5 3) 4 4 3 0z i z i     

:لدینا  - أ
2

2 2

(5 3) 4(4 4 3) 6 6 3

3 ( 3) 2 3 ( 3)

i i i

i i

      

    
 

3)2                  : إذن 3)i   

)المعادلة   - ب )Eتقبل حلین عقدیین ھما: 

           
5 3 3 3

1 3
2

i i
a i

  
     

              و    
5 3 3 3

4
2

i i
b

  
  

  :لدینا -ج
                                

  
  

  : إذن
  

                                                            
) لدینا -2 )A aو. ( )B b 

)نعتبر الدوران   - أ , )
2

r A


1ولتكن   ( )B r O . 

  :ھو rلتمثیل العقدي للدوران ا

1:علما أن 3Az i   2و
i

e i


  

': فإن 1 3 ( 3 1)z iz i      

1 :بما أن 1( ) ( )r O B b  

1            :فإن 1 3 ( 3 1)b i   .  

)لیكن   - ب , 3)h A  التحاكي الذي مركزهA  3ونسبتھ 

. 

)1لنبین أن    )h B B 13 أن أيAB AB
 

  

:لدینا

13( ) 3(1 3 ( 3 1) (1 3)

3 3

b a i i

i

      

 
  

4و  (1 3) 3 3b a i i       

)13              ومنھ )b a b a    

  

  

  

  

  

  

  

13ABوھذا یكافئ                AB
 

  

)1                   یكافئ )h B B  

  لدینا -ج
(1 3) 1 3

(1 3) 3

b i a i

b a i a a i

  
 

  
  

 ونعلم أن 

 
1 3 2

arg( 1 i 3) arg( ) 2
2 2 3

i


      

و  arg( 3) arg( ) 2
2

i i


   

إذن

 

arg( ) arg( 1 i 3) arg( 3)

2
2

3 2

b
i

b a

 


   


 

  

          : نستنتج أن arg( ) 2
6

b

b a





  

)لتكن -د )C c  نقطة من الدائرة المحیطة بالمثلثOAB 

Cو  O وC A.  

من العلاقة 

       , , , 2AO AB BA BO OB OA    
     

 

نستنتج أن    , 2
2

AO AB



 

  

و  Aقائم الزاویة في  OABالمثلث إذن  OB  وتر

  .للدائرة المحیطة بھ

AOتنتمي إلى القوس الھندسیة   Cإذا كانت :1الحالة  
 

  

فإن B التي تمر من   , 2
6

CA CO



 

  )

ABOC وبالتالي )رباعي دائري مقعر  

  arg ( ) 2
6

c

c a





  

2

(1 3) (1 3)(1 3)

1 ( 3) 4

i a i i

i

   

  

اقتراح تصحیح الامتحان الوطني الموحد 
  للبكالوریا
  2015الدورة العادیة 

  )ب(و ) أ(ضیة شعبة العلوم الریا
 

2' ( )
i

A Az z e z z


  

(1 3 )i a b 

Les concepts bien acquis sont ceux à qui 
on a laissé le temps de naître et de se 
former, de problème en problème.   

                                                M. Rouche 
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31 1x  13 1x  5 1x 

 1051 2015x 

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

M x M y I xJ I yJ

I yJ xJ xyJ

I x y xy J

M x y xy

    

   

   

  

AOتنتمي إلى القوس الھندسیة  Cإذا كانت  :2الحالة  
 

  

فإن B التي لا تمر من

     , , 2CO CA BA BO   
   

  )ABOC 

  )رباعي دائري محدب

ومنھ    
5

, 2
6

CA CO


 
 

  وبالتالي 

  

  
5

arg ( ) 2
6

c

c a


 


  

  :التمرین الثاني

x  عددا صحیحا نسبیا بحیث 1439 1436 2015x    

1436لدینا  .1 1051 2015 749 1     

أولیان  2015و  1436فإن العددین  بوزوإذن حسب مبرھنة 
)!1كل قاسم مشترك لھما یقسم العدد ( فیما بینھما   

 .2015و  xقاسما مشتركا للعددین  dلیكن  .2
 :   لدینا  - أ

و 

1439

1439

/ / 2015 / .2015 /

/ .2015

/1436

d x dو d k dو x

d x k

d



 



 

/لدینا  -ب 2015d  1436/وd   
2015بما أن  1436 1    

/فإن  1d  وبالتاليx  عددان أولیان فیما  2015و
  .بینھما

2015لدینا  -أ -3 5 13 31     2015و 1x  
  و    إذن                         و                  

  : حسب مبرھنة فیرما الصغرى

 4 1 5x   و 12 1 13x   و 30 1 31x   

  فإن  1440تقسم  30و  12و  4وبما 

 1440 1 5x     و 1440 1 13x     و 1440 1 31x   

لدینا   - ب 1440 1 5x   و 1440 1 13x   و

13 5 1   

إذن    1440 1 5 13 1 65x   .  

بنفس الطریقة    1440 1 31 65 1 2015x     

 لدینا  -4

  
  
  
1436 : ونعلم أن 1051 749 2015 1     

1436( 1051) 2015( 749)

2015/1436( 1051)

2015/ 1051 (2015 1436 1)

x k

x

x

   

 

   

  : ومنھ 
  

  :التمرین الثالث
1-  

:المعرف بمایليEنحو   التطبیق من  لیكن  - أ

( ) ( 1)x M x    

)لدینا  ) ( 1)x y M x y      

و 
( ) ( ) ( 1) (y 1) ( 1 1 1)

( 1) ( )

x y M x M M x y

M x y x y

 



         

    

  
)تشاكل من  إذن  , ) نحو( , )E   

  إذن
)تشاكل من  لدینا   - ب , ) نحو( , )E  و( , ) زمرة

 ةتبادلی
)إذن  ( ), ) زمرة تبادلیة   

:تشاكل شمولي لأنمن جھة أخرى 
( ( ) ); ( 1) ( )M x E x M x     

):ومنھ ) E   

) :إذن , )E   زمرة تبادلیة.  

لإجابة بشكل صحیح على ھذا أساسیة ل  شمولیة  :نبیھت

  .السؤال
2-  

)لتسھیل الحساب یمكن كتابة   - أ )M x I xJ  

مع 
1 1

2 2
J

 
   

2Jو   J  )قم بإجراء الحساب(  

  :لدینا
  
  
  
  
  
2لدینا   - ب ( )E M  

  أن وبما
  

1439 14392015/ 1436 ; 1436 .2015x k x k    

2( ( ( ), ( )) E , ( ) ( )M x M y M x M y E   
   

 

1439 14401436 2015 1436. 2015

1436. 1 2015

;1436. .2015 1

x x x

x

k x k
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):  فإن , )E     2جزء مستقر من( ( ), )M .  

  لیكنx  وy عنصرین من .بما أن : 

 . Eفي  تبادلي" ×"فإن القانون 
: لدینا -ج

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( 1)

( 2 1)

M z M x M y M z M x y

M x y z xz yz

     

     

: نجد كذلك
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( 2 1)M z M x M z M y M x y z xz yz        

  .Eفي " "توزیعي بالنسبة للقانون " ×"إذن القانون 
  : لدینا  من x لكل -د

( ) ( 1) ( 1 1) ( )M x M M x M x       

)إذن  1)M  صر المحاید فيھو العن ( , )E   
   ھو العنصر المحاید في 

3-  
 : لدینا  عنصرا من  xلیكن  - أ

2

2 2

( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) M(0)
1

x x x
M x M M x

x x x

x x x x
M

x


   

  

  
 



   

)                 إذن   ) ( )
1

x
M x M I

x


 

.
  

)  - ب , , )E  جسم تبادلي: 

): لدینا , , )E   حلقة واحدیة لأن  :  

- ( , )E  زمرة تبادلیة 

 تجمیعي وتبادلي" ×"القانون  -
 .Eفي " "توزیعي بالنسبة للقانون " ×"القانون      -

)ولكل  )M x  منE 1معx    مماثلا في تقبل

( , )E ) أ3حسب السؤال(  

)إذن  , , )E  جسم تبادلي.  

  :التمرین الرابع
  :الجزء الأول

f الدالة المعرفة على المجال 0, بمایلي:   

(0) 0f   2و(x) x(1 ln ( ))f x   0إذا كانx .  

lim:  لدینا -1
x

x


   2وlim ln ( )
x

x


  إذن :

2lim ( ) lim x(1 ln ( ))
x x

f x x
 

    

)2و  )
lim lim (1 ln ( ))
x x

f x
x

x 
     

(C )f شلجمیا في اتجاه محور الأراتیب بجوار یقبل فرعا

.  
2-  

 لدینا  - أ
2 2

0 0 0
lim ( ) lim (1 ln ( )) lim ln ( ) 0
x x x

f x x x x x x
    

      

)2

0
lim ln ( ) 0
x

x x


(  

: إذن 
0

lim ( ) f(0)
x

f x


 وبالتاليf متصلة على الیمین

  .0في 

2لدینا   - ب

0 0

( )
lim lim1 ln ( )
x x

f x
x

x  
    

C)إذن  )f 0یقبل مماسا عمودیا على یمین.  

تقبل الاشتقاق على على المجال  f -ج 0,) جداء

ومجموع دوال قابلة للاشتقاق على 0,( ولكل ،

x 0 لدینا :

2 2

2 2

2ln( )
' ) ( (1 ln ( )) ' 1 ln ( ) .

1 ln ( ) 2ln( ) (1 ln( ))

x
f x x x x x

x

x x x

    

    

  

)'بما أن  ) 0f x   لكلx 0 وتنعدم في عدد منتھ من ،

و 0النقط 
1

e
تزایدیة قطعا على  fفإن  0،ومتصلة في 

المجال  0,.  

3-  

)ولا تتغیر إشارتھا فإن  1eتنعدم في f'بما أن   - أ )C 

 .1eأفصولھا  Iیقبل نقطة انعطاف 
0xلیكن   - ب  .لدینا :

2 2( ) (1 ln ( ) ln ( ) 0f x x x x x x x      

)إذن  )C  یوجد فوق المستقیم الذي معادلتھy x 

على المجال  0,) (0)لاحظ أن 0f (  ویقطعھ

  A(1,1)و  O(0,0)في نقطتین 

   -ج
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : الجزء الثاني

( , )E  I

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

M x M y M x y xy M y x yx

M y M x
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( )nu1: المتتالیة المعرفة ب
0u e  و

1( ); ( )n nn u f u  .  

)1: لنبین بالترجع أن -1 ); 1nn e u   . 

1: لدینا -
0u e 0إذن العلاقة صحیحة بالنسبة ل  

نفترض أن . nلیكن  -
1 1ne u   ولنبین أن

1
1 1ne u
 ؟ 

تزایدیة قطعا على المجال  fبما أن  0,فإن: 
1( ) ( ) (1)nf e f u f    1أي

12 1ne u
   

1ولدینا  12e e   1إذن
1 1ne u
   

)1نستنتج أن  ); 1nn e u    

)نعلم أن  -2 )C  فوق المستقیم الذي معادلتھy x 

 A(1,1)و  O(0,0)ویتقاطعان فقط في النقطتین 

إذن  0, \{1}; ( )x f x x    

)1التالي وب ) ( )n n nn u f u u      

 :لأن(   0, \{1}nu   n (  

)إذن المتتالیة  )nu  تزایدیة قطعا.  

)المتتالیة وبما أن  )nu فإنھا  1مكبورة بالعدد
  .متقاربة

limنضع  -3 n
n

u l. 

1لدینا . nلیكن  - أ 1ne u   

1:   إذن  lim 1n
n

e u   

  : یعني

1,1eدالة متصلة على المجال  fلدینا   - ب   

1و 1
0 ,1u e e      1و 1( ,1 ) ,1f e e         

)تالي نھایة المتتالیةوبال )nu ھي حل المعادلة                        
   

  

وحسب ما سبق فھذه المعادلة تقبل حلا وحیدا على  

1,1eالمجال     1ھو العدد .  

1l: نستنتج أن .  

  :الجزء الثالث
تقبل الاشتقاق على المجال  Hالدالة  -أ -1 0, 

: ولدینا

2 21 1
'(x) ( ln( ))' ln( ) ( )

4 2
H x x x x x h x    

على المجال  hھي دالة أصلیة للدالة  Hإذن 

 0,. 

0xلكل  -ب  لدالةاt t  تقبل دالة أصلیة على

,1)المجال  )x    ( 1, ,1 )x أو x  والدالة ،
2ln ( )t t  1)تقبل الاشتقاق على المجال, )x.  

  :لدینا المكاملة بالأجزاء باستعمال
2

2 2

1 1

2 2
2

1
1

ln ( ) ( ) ' ln ( )
2

ln( )
ln ( ) ( )2

2 2

x x

x
x

t
t t dt t dt

t t t
t dt

t



 
  
 

 


  

: نستنتج أن
2

2 2

1 1
ln ( ) ln ( ) ln( )

2

x xx
t t dt x t t dt    

0xلیكن  -ج .  
: لدینا

 

2

1 1

2

1 1

2 2
2

1

2 2
2

1

( ) ( ) (1 ln ( ))

ln ( )

1
ln ( ) ln( )

2 2 2

1
ln ( ) ( )

2 2 2

x x

x x

x

x

F x f t dt t t dt

tdt t t dt

x x
x t t dt

x x
x H t

  

 

   

   

 

 


  

إذن 
2 2

2 23 3
( ) ln( ) ln ( )

4 4 2 2

x x
F x x x x      

0xلكل  -أ -2   لدینا
1

(x) ( )
x

F f t dt  

المجال  متصلة على fبما أن  0,  فإنF 

متصلة على المجال  0,.  

 :لدینا  -ب
2 2

2 2

0 0

3 3 3
lim ( ) lim ln( ) ln ( )

4 4 2 2 4x x

x x
F x x x x

  
       

لأن (
2

0
lim ln( ) 0

2x

x
x


  و

2
2

0
lim ln ( ) 0

2x

x
x


(  

 :یعطي 0في النقطة  Fاتصال 
0

10

3
lim ( ) (0) ( )

4x
F x F f t dt


     

               نستنتج أن
1

0

3
( )

4
f t dt   

  

1 1e l  

1,1 ; ( )x e f x x   
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  :التمرین الخامس
g  الدالة العددیة المعرفة على المجال 0, كما یلي :  

(0) ln(2)g   و
2

( )
t

x

x

e
g x dt

t



    0لكلx .  

0xلیكن  -أ -1   وt 2: عددا حقیقیا بحیثx t x  
2x: إذن t x      

  فإن  دالة تزایدیة قطعا على المجال  expوبما أن 
2 x t xe e e   .  

0xلیكن  -ب  . لدینا

  2,2 ; x t xt x x e e e        

إذن  
2

,2 ;
x t xe e e

t x x
t t t

  

     

إذن 
2 2 2

2 1 1t
x x x

x x

x x x

e
e dt dt e dt

t t t


      

2ln(2): ومنھ ( ) ln(2)x xe g x e    

2بما أن  -ج

0 0
lim ln(2) lim ln(2) ln(2)x x

x x
e e

 

 

 
   

فإن 
0

lim ( ) ln(2) (0)
x

g x g


   

  .0دالة متصلة على الیمین في gإذن 

0xلیكن  -2  .لدینا :
2 2

1 1
( )

t t t
x x x

x

e e e
g x dt dt dt

t t t

  

     

نضع 
1

( )
t

x e
L x dt

t



  الدالة ،L  قابلة للاشتقاق على

المجال  0, ولدینا :'( )
xe

L x
x



0لكلx   

)بما أن  ) (2 ) ( )g x L x L x  فإن الدالةg  قابلة

للاشتقاق على المجال  0,0لكل ، ولدیناx :       

               
2

'( ) ( (2 )) ' ( ( )) '

(2 ) ' L'(2x) L'(x)

2 '(2x) L'(x)

2
2

x x

g x L x L x

x

L

e e

x x

 

 

  

 

 

  

: نستنتج أن
2

'( )
x xe e

g x
x

 
0 لكلx .  

:: نعتبر الدالة العددیة -أ-3 xx e   

0tلیكن   الدالة  متصلة وقابلة للاشتقاق على 0,t  

حسب مبرھنة التزایدات المنتھیة یوجد  0,tc t 

  :بحیث

( ) (0) '(c)(t 0)t      

1t: أي ce e t      أي
1t

ce
e

t




   

علما أن  ceبتأطیر العدد  0,c t نجد:  

                  
1

1
t

te
e

t




     

  :نتیجة

              
1

0; 1
t

te
t e

t




       

0xلیكن  -ب  .لدینا :    

           

2 2

2

1
( ) ln(2)

1

t
x x

x x

t
x

x

e
g x dt dt

t t

e
dt

t





  




 



    

: بما أن
1

1
t

te
e

t




     0لكلt  فإن:  

2 2

( ) ln(2)
x x

t

x x
dt g x e dt       

أي  
22

( ) ln(2)
xx t

x x
t g x e        

)2    أي ) ln(2) x xx g x e e         

  : وبالتالي

          
2( ) ln(2)

0; 1
x xg x e e

x
x x

  
       

0xلیكن  -ج  .لدینا :  

                 
( ) (0) ( ) ln(2)

0

g x g g x

x x

 



   

بما أن 
2 2

0 0

1 1
lim lim

x x x x

x x

e e e e

x x x 

   

 

  
   

   

          و

2
2

0

2

1
lim (x e ) '(0)

(x 2e )(0) 2

x
x

x

x

e

x











   





  

0               و

1
lim (x e ) '(0)

(x e )(0) 1

x
x

x

x

e

x











   





   

                     :فإن
2

0
lim 2 1 1

x x

x

e e

x

 




       

 :وبالتالي
0

( ) (0)
lim 1

0x

g x g

x
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  و لدینا  0تقبل الاشتقاق على الیمین في  g: نتیجة

                   ' (0) 1dg   .  


