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  الثانية بكالوريا علوم رياضية

  تصحيح امتحان البكالوريا
  2006/ يونيو/10الدورة العادية 

  
  الحيان:  الأستاذ  

                                 
  

) مجموعة مصفوفات Gلتكن )2M R التي تكتب على الشكل ( ),

1 0
a bM

a b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

):  حيث = ) *,a b ∈ ×R R.   

 I-  1 . نعتبر( ),a bM و ( ),c dMعنصرين من المجموعة G .  لدينا :  

            ( ) ( ) ( ), , ,

1 0 1 0 1 0
a b c d a bc bdM M M

a b c d a bc bd +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

× = × = =
+

): إذن .  ) ( ) ( ), , ,a b c d a bc bdM M M +× = 

0b             وبما أن  0d و ≠ 0bd ؛ فإن ≠ ) ؛ ومنه نستنتج أن ≠ ) ( ), ,a b c d GM M ∈×.   

) جزء مستقر من G             وعليه فإن  )( )2 ,×M R.  

)نعلم أن . 2          )( )2 , ,+ ×M R قانون تجميعي في×إذن .  حلقة واحدية ( )( )2 , ,+ ×M R و ( )0,1I M=هو    

) في ×            العنصر المحايد بالنسبة للقانون  )( )2 , ,+ ×M R ؛ وبما أنG جزء مستقر من ( )( )2 ,×M Rو   

            ( )0,1 GI M ) فيتجميعي قانون ×  فإن=∋ ),G    في  × بالنسبة للقانون العنصر المحايد هو I و ×

            ( ),G ×.  

)            ليكن ),a bMعنصرا من G .  لدينا :( )( ),

1 0
det 0a bM b

a b
= = )إذن  . ≠ ),a bM يقبل مقلوبا في   

           ( )( )2 ,×M R؛ ولدينا  :( )( )
( )( )

1

1, ,
,

1 001
11det

aa b
b ba b

b
M MaaM b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = =
− −

0b و   إذن≠
1 0
b
≠.  

)ومنه فإن              )( ) 1,

1

, a
b b

a b GM M ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
)مقلوب هو =∋ ),a bMفي×انونلق بالنسبة ل ( ),G ×.  

):             وبالتالي فإن  ),G   . زمرة ×

):             بما أن  ) ( ) ( )2,3 4,1 14,3

1 0
14 3

M M M ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

× ) و= ) ( ) ( )4,1 2,3 6,3

1 0
6 3

M M M ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

×   : فإن =

            ( ) ( ) ( ) ( )2,3 4,1 4,1 2,3M M M M≠× ) ليس تبادليا في×إن القانون وعليه ف× ),G ×.   

): لدينا .  3         ) ( ){ }*
, / ,a bH M G a b += ∈ ∈ ×R R .  إذن:  

H ) لأن  ∅≠ )0,1 HI M H  و  =∋ G⊂.   

)ليكن ),a bM و ( ),c dMعنصرين من المجموعة H .  لدينا:  

( ) ( )( ) ( )

1

1, , , , ,c bc ba b c d a b a
d d d d

M M M M M⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

− −
× = × 0b و = 0d و < 0bإذن  . <

d
>.   

):  ومنه فإن  ) ( )( ) 1

, ,a b c d HM M
−
)وبالتالي فإن . ×∋ ),H ) زمرة جزئية من× ),G ×.   

): لدينا .  4         )
1

,1
1 0

1 aA A M G
a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =    .a∈R حيث ∋

):             ولدينا  ) ( ) ( )
2

,1 ,1 2 ,1a a aA M M M= × )  و   = ) ( ) ( )
23

2 ,1 ,1 3 ,1a a aAA A M M M× == × =.  

):  أن نظنن         ومنه     )
*

,1: n
nan A M∀ ∈ )وبالفعل إذا افترضنا أن  . = ),1

n
naA M= من أجل *n    ؛∋

):             فإن  ) ( ) ( )
1

,1 ,1 ( 1) ,1
n n

na a n aA A A M M M+
+= × = ×   :  وحسب مبدأ الترجع  فإن =

    :التمرين الأول
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( )
*

,1

1 0
1

: n
na na

n A M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ = =  

II- لدينا :              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *, ; , ; , , ,x y a b a b x y a bx by∀ ∈ × ∀ ∈ × = +R R R R T.  

( ) ( )
*

,

:
,a b

G
M a b

ϕ → ×R R
  

)ليكن. 1 ),a b و ( ),c d عنصرين من *×R R .  لدينا:  

    ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , , , ,, , ,a b c d a bc bd a b c dM M M a bc bd a b c d M Mϕ ϕ ϕ ϕ+× = = + = = ×T.  

) تشاآل من ϕ   إذن  ),G ) نحو × )*,×R R T.  

                                   :    ولدينا 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

, , ,a b

a b c d

M c d a b c d

a c b d
M M

ϕ = ⇔ =

⇔ = =
⇔ =

   و

R×* نحو G تقابل من ϕ   إذن  R . وبالتالي فإنϕ تشاآل تقابلي من ( ),G ) نحو × )*,×R R T.  

) تشاآل تقابلي من ϕلدينا . 2 ),G ) نحو × )*,×R R T و( ),G ) زمرة ؛ إذن × )*,×R R T زمرة.  

2n حيث ∋n و a∈Rليكن . 3   :لدينا  . ≤

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )

,1 ,1 ,1

,1 ,1 ,1

,1

,1

,1 ,1 ... ,1 ...

...

,1

a a a

a a a

n

a

na

a a a M M M

M M M

M

M

na

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= × × ×

=

=

=

T T T T

  

    
) ومنه فإن مماثل ) ( ) ( ) ( ),1 ,1 ... ,1 ,1a a a na=T T Tفي ( )*,×R R T هو :  

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

,1 ,1 ,1,1 ,1na na nana M M M naϕ ϕ ϕ
−

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′′ = = = = −  

  
  

   
* في نعتبر ):              ؛ المعادلة ×* ) ( ) ( )22 2:E x x y y x y+ = −.    

)ليكن . 1 ),x y حلا للمعادلة ( )E .  نضع :d x y= x و ∧ ad= و y bd= .  1: إذنa b∧   : لأن =

):  ؛ لدينا Bezout    حسب  ) 2, /u v xu yv d∃ ∈ + adu: إذن  . = bdv d+ d* ولدينا =   :إذن  . ∋

    1au bv+ 1a:  العكسية فإن Bezoutحسب مبرهنة  . = b∧ =.   

              :  لدينا -     أ

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 22 2 2 2 2 2

22 3 2 4

22 2

x x y y x y a d ad bd b d ad bd

a d a b b d a b

a a b db a b

+ = − ⇒ + = −

⇒ + = −

⇒ + = −

   

   
1a:  لدينا -  ب b∧ 2:  إذن = 1a b∧   :نستنتج أن ) أ(حسب  . =

  

      :ثانيالتمرين ال
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( ) ( ) ( )
( )

( )( )

22 2 2/

/

/ ; / :

Gauss

a a b db a b b a a b

b a b

b a b a b b

+ = − ⇒ +

⇒ +

⇒ + − لأن

  

a: منه فإن و          b b∧ 1a ولدينا = b∧ 1b:  إذن  . = =.    

):   فنحصل على )  أ – 1(  في العلاقة 1 ب b نعوض -  جـ ) ( )2 21 1d a a a− = +(*) :    .  

1a       نفترض أن  ): إذن . = ) 2 01a a 0 ومنه += 1a a= = x* حيث∋a* وهذا يتناقض مع آون أو− ∈ 

1a:        إذن  ): نجد (*)  العلاقة ومن .  ≠ ) ( ) 21 / 1a a a− ) وبما أن + )1 1a a− −    ؛ Bezout فإنه حسب =

):        لدينا  )1 1a a∧ − ) ومنه= )2 1 1a a∧ − ):  نجد Gaussوحسب   . = ) ( )1 / 1a a− + .  

):  لدينا-  د ) ( )1 / 1a a− ):ومنه+ ) ( ) ( )11 / 1 aa a − −− ):أي.+ ) 21 /a 1:  إذن .  أولي2 و − 1 1 2a a− = − . أو=

2:            وبالتالي فإن  3a a=   .أو=
*لنحل في . 2 ) المعادلة ×* )E.   

) ليكن    ),x y حلا للمعادلة ( )E .  نضع :d x y= x و ∧ ad= و y bd= .  حسب السؤال الأول ؛ لدينا:  

   1b 2  و  = 3a a⎡ ⎤
⎣ ⎦=          .أو=

2aإذا آان  2y:  ؛ فإن = d x d= ): إذن  . و= ) ( ), 2 ,x y d d=حل ممكن  للمعادلة ( )E.   

3aإذا آان  3y:  ؛ فإن = d x d= ): إذن  . و= ) ( ), 3 ,x y d d=حل ممكن  للمعادلة ( )E.   

  :     لنتحقق من الحلول الممكنة 
2a   في حالة    :  ؛ لدينا =

   ( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 4 *2 2 2 12 12d d d d d d d d d d⇔ + = − ⇔ = ⇔ = ∈ )لأن: )2 ,d d ) حل للمعادلة⎦⎤ )E⎡⎣  

)  :   إذن  ) ( ), 24,12x y ) حل للمعادلة= )E.   

3a    في حالة   :  ؛ لدينا =

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 4 *3 3 3 36 2 18d d d d d d d d d d⇔ + = − ⇔ = ⇔ = ∈ )لأن: )3 ,d d ) حل للمعادلة⎦⎤ )E⎡⎣  

):     إذن  ) ( ), 54,18x y )للمعادلة حل = )E . وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة ( )E هي :  

( ) ( ){ }24,12 ; 54,18S =   

  
  

  
)                 :نضع        ) ( )2: 2 6z P z z i z∀ ∈ = − +  

 I-في المستوى العقدي Pالمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( )1 2, ,O e e ؛ نعتبر المجموعة:  

( ) ( ){ }/H M z P z i= ∈ ∈P R  

z: ليكن . 1 x iy= ) حيث + ) 2,x y ∈R لدينا .  عددا عقديا:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

22

22

2

2 6 2 6

2 6 2 6 0

2 6 0

2 2 6 0

M z P z P z

z i z z i z

z z i z i z

z z z z i z z

z z z z z z i z z

∈ ⇔ = −

⇔ − − = − + +

⇔ + − − − + =

⇔ + − + − − =

⇔ + − − + − − =

P

  

      :ثالثالتمرين ال
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )

2 2

22

2 2 2

2 2

2 2 2 2 6 2 0

2 2 6 0

2 2 6 0

2 6 0

M z e z z e z i i m z

z e z e z m z

x y x x y

x y x y

∈ ⇔ ℜ − − ℜ − ℑ =

⇔ − + ℜ − ℜ + ℑ =

⇔ − + + − + =

⇔ − − + =

P

  

  

            : لدينا . 2

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 22 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 6 0 1 3 8

1 3
1

2 2 2 2

1
1 /

32 2 2 2

x y x y x y

x y

x
y

⎧
⎨
⎩

− − + = ⇔ − − − = −

− −
⇔ − + =

= −
⇔ − + =

= −
XX Y
Y

  

) إذن  )H هذلول مرآزه 
1
3
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω  ولدينا:  

) بالنسبة للمعلم  )1 2, ,e eΩ ؛ لدينا  :  

)رأسي  )H هما  :
0
2 2

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 و 
0

2 2
B
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠−

.  

)مقاربي  )H هما  :( ) :∆ Y =X  و  ( ) :′∆ Y =-X )  . 2 2a b= =(  

)بالنسبة للمعلم  )1 2, ,O e e ؛ لدينا       :
x
y

⎧
⎨
⎩

=
=

X+1
Y+3

  :  إذن 

)رأسي  )H هما  :
1
3 2 2

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠+

 و 
1
3 2 2

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠−

.  

)مقاربي  )H هما    :( ) :∆ y-3=x-1     و     ( ) ( ):′∆ y-3= x-1- 

):                             أي  ) :∆ y=x+2           و     ( ) :′∆ y=-x+4  

) الزوج. 3 2:  يحقق المعادلة 0,0( 2 2 6 0x y x y− − + ) :  إذن  .= )O H∈.   

)             معادلة المماس )OT للهذلول ( )Hفي النقطة O هي  :( ) ( )0 0 0 03 0xx yy x x y y− − + + + =  

0             حيث  0x ):        إذن  . = ) : 3 0O x yT − + =.  

)إنشاء الهذلول. 4 )Hفي المعلم ( )1 2, ,O e e . 
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II- 1 .المعادلة لنحل في المجموعة  :( ) 4 6P z i= −.   

( ) ( )
( )

2

2
4 6 2 6 4 6

2 1 3 4 6 0
P z i z i z i

z i z i
= − ⇔ − + = −

⇔ − + − + =
  

): المميز المختصر لهذه المعادلة هو      ) ( ) ( )2 21 3 4 6 1 6 9 4 6 4 2i i i i i′∆ = + − − + = + − + − = − = .  

1:  معادلة هما إذن حلي ال     1 3 2 1 5z i i i= + + = 2  و  + 1 3 2 1z i i i= + − = +.   

}:               وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة هي  }1 ; 1 5S i i= + +  

239: لدينا . 2 1 ; 1 5;w i v i u i= − = + = : نضع . +
1 1tan tan

239 5
Arc Arcβ α⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= . و=

):  لدينا -  أ  ) ( ) ( ) ( ) ( )44 1 5 1 476 480 1 956 4 4 239 4u v i i i i i i w× = + × + = − × + = − = − =.  

):                           لدينا -ب  ) ( )1 51 5 5 5 tan sin cos
5 cos

u i i i iα α α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = + = + = + 

                                                                      
5 cos sin

cos 2 2
iπ πα α

α
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
= − + −  

,0        وبما أن  
2

1tan
5

Arc πα ⎛ ⎞ ⎤ ⎡∈⎜ ⎟ ⎥ ⎢⎦ ⎣⎝ ⎠
cos:  فإن = 0α ,: إذن  . <

2
5

cos
u π α

α
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

=.   

1        ومنه نستنتج أن عمدة للعدد العقدي  5u i= )   :  هي + ) [ ]arg 2
2

u π α π≡ −.   

):                  ولدينا  ) ( )1 239239 1 239 1 tan cos sin
239 cos

w i i iβ β β
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = − = −.  

,0        وبما أن  
2

1tan
239

Arc πβ ⎛ ⎞ ⎤ ⎡∈⎜ ⎟ ⎥ ⎢⎦ ⎣⎝ ⎠
cos: ن  فإ= 0β 239,: إذن . <

cos
w β

β
⎡ ⎤

−⎢ ⎥
⎣ ⎦

=.   

239w        ومنه نستنتج أن عمدة للعدد العقدي  i= ):     هي − ) [ ]arg 2w β π≡ −.  

 :  لدينا -  جـ
2 21 2 2,

2 2 4
v i i π⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
= + = + ): إذن  . = ) [ ]2

4
arg v π π≡.   

,0:             و  
2

1tan
5

Arc πα ⎛ ⎞ ⎤ ⎡∈⎜ ⎟ ⎥ ⎢⎦ ⎣⎝ ⎠
,0   و   =

2
1tan

239
Arc πβ ⎛ ⎞ ⎤ ⎡∈⎜ ⎟ ⎥ ⎢⎦ ⎣⎝ ⎠

=.   

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

44 arg 4 2

arg arg 4 arg 2

0 2
2 4

2
4

2
4

2
4

4 arg
4arg

4

2 4

4

4

u v w

u v w

u v w π

π
π πα β π

π β π

π β π

π π

π α

α

α β

× ≡

+ ≡ +

⎛ ⎞− + ≡ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

≡ −

≡ −

≡

× = ⇒

⇒

⇒

⇒ − +

⇒ − +

⇒ −

  

/: إذن      4 2
4

k kπα β π∃ ∈ − = + .  

0 4 20
2

00 22

π α πα
ππ ββ

⎧ ⎧⎪⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩⎪⎩

< << <
⇒

− < − << <
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  :            وبما أن 

0
2 4 2

20
2

2 2
2 4

1 1 2 2
2 4
2 1 8 8

3 7
8 8

k

k

k

k

πα π α β π
πβ

π π π π

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

< <
⇒ − < − <

< <

⇒ − < + <

⇒ − < + <

⇒ − < + <

⇒ − < <

  

0k:  فإن    k لأن  = 4: إذن  . ∋
4
πα β−   : أي  . =

1 1
5 239

4 tan tan
4

Arc Arc π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− =  

  
  
  : الجزء الأول 

3n:               في هذا الجزء ، نعتبر  n≥    .و∋
⎤,0 الدالة العددية المعرفة على ng             ولتكن  ⎡⎦ ):  بما يلي ∞+⎣ ) ( )2lnng x nx x= +.   

⎤,0 دالة قابلة للاشتقاق على المجالngلدينا. 1  ⎡⎦    و ∞+⎣

( ) ( )( ) 2 20, : 2ln 0n
nxx g x nx x n

x x
⎤ ⎡⎦ ⎣

+′′∀ ∈ +∞ = + = + = >  

⎤,0 دالة تزايدية قطعا على المجالng    إذن  ⎡⎦ )و     . ∞+⎣ ) ( )lim lim 2lnnx x
g x nx x

→+∞ →+∞
+∞= + =.  

)                                                                  و       ) ( )
0 0

lim lim 2lnnx x
g x nx x

+ +→ →
−∞= + =.   

⎤,0 على المجال ngنستنتج جدول تغيرات الدالة    ومنه  ⎡⎦   : آما يلي ∞+⎣

  
,0:   لنبين أن . 2   : lnx x x⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ +∞ >   .   

): نضع        )0, : lnxx x xϕ =⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ +∞   :لدينا  . −

       ( ) ( ) ( )
1 1 2 4

22 2 2
0, : ln x xx x

x xx x x
x xϕ − −′′ = − = − = =⎤ ⎡⎦ ⎣

+
∀ ∈ +∞ .  

)      إذن إشارة )xϕ′ 0 على المجال,⎤ ⎡⎦ 4xهي إشارة ∞+⎣   :  آما يليϕ ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالة−

): لدينا         ) 2ln 2lnlim lim lim 1 lim 1ln
x x x t

x tx x x t
tx

xϕ
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
− t حيث = x=.   

      :رابعالتمرين ال
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):       ولدينا  ) ( )
0 0

lim lim ln 0
x x

x x xϕ
+ +→ →

= −∞ = +∞− = −.  

  
2:   إذن    ln ⎤,0 على المجالϕ  قيمة دنيا مطلقة للدالة−4 ⎡⎦   : ومنه فإن  . 2 عند العدد ∞+⎣

    ( )0, : 2 ln 2 0x xϕ⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ +∞ ≥ − 2:  لأن< ln 2 1 2ln 2 2 ln 4 2 2 ln 4 0e< ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ − >.  

,0:                                            ومنه فإن  : lnx x x⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ +∞ >  

⎤,0 على المجالتزايدية قطعا ومتصلة دالة ng لدينا -أ. 3  ⎡⎦ ⎤,0 المجال منتقابل ngإذن . ∞+⎣ ⎡⎦    نحو المجال∞+⎣

        ( ) ( ) ( )
0

lim , lim0, n nxx
n g x g xJ g

+ →+∞→

⎤ ⎡ =⎤ ⎡⎦ ⎣ ⎥ ⎢⎦ ⎣
= +∞ = R .   0بما أن∈R فإن ، :  

( )! 0, / 0n n ngα α⎤ ⎡⎦ ⎣∃ ∈ +∞ =.   

:        ولدينا 
1 11 2ln 1 2lnng n
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + =  : 2 حسب  و −
1 12ln ln 0n n n
n n

g n⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + = −    و<

       
13 ln 1 2ln 2 1 2ln 1 0 0nn e n n n g
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ > ⇒ > ⇒ − < − ⇒ − < − < ⇒   : إذن  . >

      
1 1 0n n n

g g
n

⎛ ⎞⎛ ⎞× ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

)حسب مبرهنة القيم الوسطية  . > ). .T V I لدينا ،  :
1 1

nn n
α< <.   

3:  لدينا -    ب : 1 1
nn

n n
α∀ ≥ <  و >

1 1lim 0 lim 0
n n nn→+∞ →+∞

=   ارب ، إذن ، حسب مصاديق التق . و=

lim:                                                         نجد أن  0nn
α

→+∞
=  

  :الجزء الثاني 
I-لتكن f0 الدالة العددية المعرفة على المجال,⎤ ⎡⎦ ):     بما يلي ∞+⎣ ) 3 xf x x e −=.   

) وليكن    )fCالمنحنى الممثل للدالة fفي المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j حيث :  

3i j cm= =.   

: لدينا . 1  
( ) ( ) 3

3 33 20 0 0

0
lim lim lim

0

x x

x x x

f x f x e e
x x x+ + +

− −

→ → →

−
= = = +∞

−
   على اليمين غير قابلة للاشتقاق fإذن . 

): ولدينا .       في الصفر  )fC0  موجه نحو الأعلى في النقطة ذات الأفصول  نصف مماس رأسي يقبل.   

): لدينا . 2   ) ( )
1

33 3lim lim limx x
x x x

f x x e xe− −

→+∞ →+∞ →+∞
= 3t:نضع  . = x= : إذن .   −

x
t

→+∞
→   : ومنه فإن  . ∞−

       ( ) ( )
1
31

3 3 1lim 0
3

lim lim t

t

x
x x

tef x xe
→−∞

−

→+∞ →+∞

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

)إذن . = )fC0 معادلته ∞+ يقبل مقاربا أفقيا بجوارy = .  

x,0ليكن  -أ. 3   ⎤ ⎡⎦ ⎣∈               : لدينا  . ∞+

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1 11
3 3 3 3 3 3* : 1 1 1 1 31

3 3 3 3
x x x x x x xf x x e x e x e x e x e x e f x

x x
− −− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′ −′ = = + − = − = − =  
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) إشارة-     ب )f x′0 على المجال,⎤ ⎡⎦ 1 هي إشارة ∞+⎣ 3x− . ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالةf:   

  

)حنىإنشاء المن. 4   )fC  :نعطي :
1 0,5
3

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≈).  
1f 0,49681506261157293027666287357293594
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≈ ( 

  

 II-   نضع: 
1 ,1
3

I ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=.    

): إذن  . I قطعا على المجال متصلة وتناقصيةf لدينا -أ.  1     ) ( )
1
33

1 1 11 , ,
3 3

f I f f e I
e

−⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= =   : لأن⊃

            
1
33

1 1 0,5 1
3 3

ef
−⎛ ⎞ ≈ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
)    و   = ) 1 13 1

3
e f

e
< ⇒ = )     :خلاصة   .< )f I I⊂.   

  

xليكن   -        ب I∈ .  حسب العلاقة( )             :لدينا  ، *( ) ( ) ( )1 3 1 1 3
3 3

x xf x f x f x
x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −′ = =.   

): بما أن  ) 1
3

f x f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 و ≥
1 0,5 1
3

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≈ ):   فإن ≥ ) 1f x و . ≥
1 3 13x

x x
− = − +.   

  :إذن 

 
1 1 1 1 1 31 1 3 2 3 0 2 3 2 2
3

xx I x
x x x x

−∈ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ − + ≤ ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ .  
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):  ومنه فإن  ) 2
3

f x )           :خلاصة   . ′≥ ) 2
3

:x I f x ≤′∀ ∈.   

  :  لدينا -         جـ

( )

( )

( )
( )

( )

2
3

2
3

3

3

; 0 0

0

ln 0

2 ln 0
3

3 2ln 0

3 2ln 0 0

0 0

x

x

f x x x x e x x

e x x

x x x

x x x

x x x

x x x

g x x
x α

−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤⎣ ⎦

= > ⇔ = >

⇔ = >

⇔ − = >

⇔ − = >

⇔ − = >

⇔ + = >

⇔ = >

⇔ =

3 و

و

و

و

و

و

و

  

3:        ولدينا 
1 1
3 3

α< <.   

)لتكن. 2      )n nu
∈

:               لية العددية المعرفة بما يلي  المتتا
( )

0

1

1
3

;nn

u

u f u n+

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

=

= ∈
.   

0n من أجل -         أ 0:  ، لدينا =
1
3

u I= nu: نفترض أن  . ∋nليكن  . ∋ I∈ 1:  ، ونبين أنnu I+ ∈.  

):             لدينا  )f I I⊂ و nu I∈ .  إذن  :( )1 nn f uu I+ = :: وبالتالي فإن  . ∋ nn u I∀ ∈ ∈.   

  :حسب مبرهنة التزايدات المنتهية ، لدينا  . Iالمجالمتصلة وقابلة للاشتقاق على  f:   لدينا -ب       
             ( ) ( ) ( )( )1 3 3 3/ n nnc I u f u f f c uα α α+ ′∃ ∈ − = − =   : إذن  . −

             ( )1 3 3 3
2
3n n nu u uf cα α α+ − = − ≤ ):   لأن  . ′− ) 2

3
f c ≤′.   

1 :                                   وبالتالي فإن  3 3
2:
3n nu un α α+ − ≤ −∀ ∈  

0n    من أجل -جـ        0:  ، لدينا = 3 3
2
3

u α α− = 3ونعلم أن  . −
1 1
3 3

α<   :  ، إذن >

3 3 3
1 1 1 1 1 3 1 20
3 3 3 3 3 33

1 1 1
33 3

α α α −
− ⇒ < − < < − ⇒ − < <− < − < −  

:   نفترض أن  . ∋nليكن
1

3
2
3

n

nu α
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− : إذن  . =
1

1 3 3
2 2 2
3 3 3

n

n nu uα α
+

+
⎛ ⎞− ≤ − ≤ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

:  ومنه فإن 
( )1 1

1 3
2
3

n

nu α
+ +

+
⎛ ⎞− ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

:        وبالتالي فإن   . 
1

3
2:
3

n

nn u α
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ − =.  

:    لدينا -       د 
1

3
2:
3

n

nn u α
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ −  و =
12 21 1 lim 0

3 3

n

n

+

→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− < < ⇒   حسب مصاديق التقارب ، . =

               ( )n nu
∈

3lim:                           متتالية متقاربة نهايتها  nn
u α

→+∞
=.   
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 III -لتكن  Fالدالة العددية المعرفة على المجال[ ):  بما يلي ∞+,0] ) ( )
8x

x
F x f t dt= ∫.   

] متصلة على المجالfلدينا  -أ. 1          ⎤,0 على المجالf دالة أصلية للدالةϕلتكن  . ∞+,0] ⎡⎦   :إذن  . ∞+⎣

               ϕ 0 قابلة للاشتقاق على المجال,⎤ ⎡⎦ ):  ، ولدينا ∞+⎣ ) ( )0, :x x f xϕ⎡ ⎡⎣ ⎣ ′∀ ∈ +∞   :ولدينا  . =

               ( ) ( ) ( ) ( )8
0, : 8

x

x
x F x t x xϕ ϕ ϕ⎡ ⎤⎡ ⎡⎣ ⎣ ⎣ ⎦∀ ∈ +∞ = =    قابلة للاشتقاق على المجال ϕبما أن   . −

              [ 8x و ∞+,0] xقابلة للاشتقاق على المجال [ ,0 و ∞+,0] : 8 0x x⎡ ⎡⎣ ⎣∀ ∈ +∞ :          ، فإن <

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )8 73 338 8 8 8 16 10, : 8 x x x xf x f x x e x e e x ex F x x xϕ ϕ − − − −′ = − = − = −⎡ ⎡⎣ ⎣ ′∀ ∈ +∞ = − 

)              :  ومنه فإن                  ) ( ) ( )716 10, : xe f xx F x − −⎡ ⎡⎣ ⎣ ′∀ ∈ +∞ =.  

0x ليكن -أ. 2            : لدينا  . <

( )
83 3 3 3 33 3 08 2 0 2 2
xt t t t

x
x t x x t x x e te x e F x x e dt− − − −≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ∫ 

):                 ولدينا  )8 8 78
1

xt x x x x
x

x t
x

e e e e ee dt − − − − −− ⎡ ⎤⎣ ⎦= − = − + = ):إذن. ∫− ) ( )730 12 x xe eF x x − −−≤ ≤  

):                                 وبالتالي فإن  ) ( )( )70, : 0 12 xxx f eF x −⎡ ⎡⎣ ⎣∀ ∈ +∞ −≤ ≤.   

):   لدينا -           ب ) ( )( )70, : 0 12 xxx f eF x −⎡ ⎡⎣ ⎣∀ ∈ +∞ −≤ ) و ≥ )( )72 1 0lim x
x

f x e −

→+∞
−   :  لأن =

                 ( )lim 0
x

f x
→+∞

7lim و  = 0x
x

e −

→+∞
0lim:  و لدينا = 0

x →+∞
):          إذن  . = )lim 0

x
F x

→+∞
=.  

x,0   ليكن -  جـ         ⎡ ⎡⎣ ⎣∈   : لدينا . ∞+

( ) ( ) 7

7

0,

0 0 16 1 0
10

16
0 7 ln16

ln160 39608410317711160538127
7

x

x

F x f x e

x e

x x

x x

−

−

≈

′ = ⇔ = − =

⇔ = =

⇔ = − = −

⇔ = =

أو

أو

أو

أو

  

):                                                            نعلم أن  ): 0x f x+∀ ∈ ≥R    

)               و             )7 7ln16 1 17 ln16 7 ln 16 1 0 0
7 16 16

x xx x x e e F x− − ′≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤  

⎡,0 على المجال Fستنتج جدول تغيرات الدالة                ومنه ن ⎡⎣ ⎣+∞.   

  

                                              
 


