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 ا���ر�ن ا!ول 


	ر�ن �ن yو  ���xن � ℤ   
 x * y = x + y – 2 –أ 

= y + x – 2       

 = y * x              


ون �  ���د��* إذن ا�

,�����ن �, 
	را �ن   ���ℤ�   

�
�x : �د� ∗ y� ∗ z = �x	 + 	y	– 	2� ∗ �   

 =           x + y + z -4    : إذن

�
x : �د� ∗ �y ∗ z� = � ∗ �� + � − 2�     

   =           x + y + z -4    : إذن

�xإذن  ∗ y� ∗ z = x ∗ �y ∗ z� 


ون  إذن �  ������* ا�


ون �
	ر   e –ب �
�  *����د ����x ∗ e = x    	�∀x ∈ ℤ)   ) د��  *�ن���(  

 ⇔ 		e = 2                                                                                    


ون    e = 2إذن �  *ھو ا��
	ر ا�����د ��

�ل    ’x –ج ���x    ون
��� ���
���* �
�� :  � ∗ �′ = 2 

� ∗ �′ = 2  ⇔ 	x + x� − 2 = 2                              

⇔	x� = 4 − x                                      

4   و − x ∈ ℤ 

 �

ون �ر��ب دا �� ��   * �د��"ℤ    


ون     �e =2�د�� و ������ و� *�   *ھو ا��
	ر ا�����د ��

�ل ����# ��   �ℤن   xو �ل �
	ر �ℤ   ھو�� = 4 − � 



  ز�رة ���د���   �∗,�ℤو ������� 

y	T	x-أ  -   2 = xy − 2x − y + 6       ∀�x, y� ∈ ��	 

f : ℤ  →  ℤ                                   

            x → !��� = � + 2              


	ر�ن �ن    y و   ���xن �ℤ    

�
��!   �د� ∗ �� = �� + 2  

  �
���!	"	���!                               و �د� = �� + 2�	"	�� + 2�  

= �� + 2��� + 2� − 2� − 4 − 2� − 4 + 6				 

= �� + 2                                                                 

��!إذن  ∗ �� = !���	"	!���  


�و   �×,��ℤ&��ل �ن    fإذن �ℤ, "� 

  ؟   y =���!���ث   �ℤن    x،  ھل �و�د �
	ر و��د  �ℤن    ��yل 

!��� = �	 ⟺ � = � + 2																																																						   

  ⟺ � = � − 2                                                      

��ل �ن    fإذن ��ℤ,×�   و�
�ℤ, "�  


�و   �×,��ℤ&��ل ����� �ن    fو �������  �ℤ, "� 

,�x∀                                                    -ب  y, �� ∈ ��						�� ∗ ��	"	� = �� + � − 2�"	� 

= �� + �� − 2� − 2� − 4� + 10                                

��"�� ∗ ��"�� = ��� − 2� − 2� + 6� ∗ ��� − 2� − 2� + 6�           

= �� + �� − 2� − 2� − 4� + 10	                               

3  - �ℤ,∗�   �  ز�رة ���د��


�و   �×,��ℤ&��ل ����� �ن    ��f� أن �ℤ,   ������ℤ��   T�+ن  ������ℤ �� × ، و �"

 �

ون   Tو �د���� ���
  ℤ��    *�وز��� ���
,∗,�ℤإذن   "�   ���  

  ��ℤ�د�� ��   T�+ن   ��ℤ� أن ا�,رب ���د�� �� 
   �×,�ℤھو ا��
	ر ا�����د ��   ��1� أن 

��1!�+ن     = ,�ℤھو ا��
	ر ا�����د ��   3 "�  

,∗,�ℤإذن  "�   �� ���د��� و وا�د���  



y		T		x                   -أ    – 4 = 2 ⟺ xy − 2x − 2y + 6 = 2 

⟺ xy − 2x − 2y + 4 = 0                                  

⟺ x�y − 2� − 2�y − 2� = 0                             

⟺ �x − 2��y − 2� = 0                                        

⟺ � = �	أو	2 = 2                                                

�  0، إذن �∗,�ℤھو ا��
	ر ا�����د ��  2 -ب        �/ "وا�م��س  ℤا���

,∗,�ℤإذن  "�  ����� ���  

�ل  ’���xن  –ج ���x  ���ℤ, "� 

     �	"	�� = 3	 ⟺ ��� − 2� − 2�� + 6 = 3 

⟺ ��� − 2�� = 2� + 3               

⟺ ���� − 2� = 2� − 3               

��      �+ن   ≠ x   2إذا ��ن = �()�
()�        

���د�
�      x=5 أ�ل�ن  = *
∌	و   � ℤ	 *� 

1 ��ل ����# ��  5إذن ا��
	ر �ℤ, "�  

,∗,�ℤو �������  �م �"� ��
 ��س �/ �

  ا���ر�ن ا�(���

I. �,� 	 ∶ 				2�� − �3 + .√3�0� + �1 + .√3�0� = 0 

1  -    �
=∆ �د� ��3 + i√3�a�� − 8�1 + .√3�0�  

                                           ∆		= 20� − 2i√30�          

∆= �1 + .√3��0�                                              

2 –     �
��5د� = ��67√��8)867√�8
9 

 =	 867√�8� 																											         

�5     إذن    = :5�+ . √�� ; 0										 

��  و    = �867√�868)7√�8
9 

�� = 0                                 

> ��ا�����و  = =0, :5� + . √�� ; 0> = =0, , 0?7
@
A>      



II.  ط

���ر ا�A(a)  وB�0?7@A�    وM(z) 

1 –  �
�CDد� =	 OB = F0?7@AFو    |0| = 	 |0| 

 OA=OBإذن 

          �
,CDGGGGGH:و�د� CBGGGGGHIIIIIIIII; 	≡ arg	�M8�N2OP 

     ≡	arg :?7@A; N2OP														 

 ≡ Q
� N2OP																														  

,CDGGGGGH:و  ��OA=OB� أن  CBGGGGGHIIIIIIIII; 	≡ N2OP	  ث��  ,#ع  ����وي ا�  OAB�+ن ا��

و زاو��/   M  دوران �ر�زه r –أ  – 2
Q
�  

�
D5  �د� = R)5�D�    ا�دوران �−ھ�   R)5،  زاو� Q�  و �ر�زهM 

05                              إذن   − � = ?)7@A�0 − �� 

 

05 = :5�− . √�� ; 0 + :− 5� + . √�� ; � + �   

     /
05و � = :5�− . √�� ; 0 + :5�+ . √�� ; �  

 �
�B5د� = R�B� 

S5إذن   − � = �S − ��?7@A 

S5 = :5�+ . √�� ; S − :5�+ . √�� ; � + �   

Sو ��� أن  = 0?7@A S5�+ن      = :− 5�+ . √�� ; 0 + :5� − . √�� ; �   

 �  05ھو     ��CD5GGGGGGGGHق ا����6

 ��  ھو   ��B5TGGGGGGGGHق ا����6 − S5 = � − :− 5�+ . √�� ; 0 − :5�− . √�� ; � 

= :5�− . √�� ; 0 + :5�+ . √�� ; �                                                

�إذن  − S5 = 05  

CD5GGGGGGGGH   إذن = B5TGGGGGGGGH     

  ��وازي ا�,#ع   CD5B5Tو �
/ ا�ر���� 

�05د�
�    –أ  – 3 − � = ?)7@A�0 − ��   



�إذن   − 05 = �� − 0�?)7@A 

�
S5  و �د� − � = ?7@A�S − ��  

�إذن   − S5 = �� − S�?7@A 

إذن   
U)MV
U)8V =

�U)M�WX@A
�U)8�WYX@A  

= �U)M�
�U)8� ?7

Z@
A        

 �
7Z@A?�د� = �−1��−1�?7Z@A  

   = �−1�?)7Q. ?7Z@A       

= �−1�?)7@A                     

Sو ��� أن    = 0. ?7@A   ن+�
8
M = ?)7

@
A 

و ������� 
U)MV
U)8V = −

�U)M�
�U)8� × 8M  

� B5و  D5و    Mا�
ط  –ب ������  

     8����
U)MV
U)8V ∈ ℝ  

     8����
�U)M�
�U)8� × 8M ∈ ℝ  

8����   
�U)M�
�U)8� : M)^8)^ ∈ ℝ 

و 
M)^
8)^ = ?7

@
A 	∉	ℝ		

� B5و  D5و  Oأي �����  �9ر �

� B5و  D5و   M	و������� ا�
ط������  

  ��داورة  Bو  Aو  Oو  ��M��8 ا�
ط 

  

  ا�(��ثا���ر�ن   

�R�:				3d − 2d ≡ 0NeP									
	n أ	:ر "��م أو��  �و�ب ���دد  ���pن  –أ  - 1111
 �
e/3dو   	�h/eد� − 2d				
h/3d   إذن − 2d    

   /
3d		و� − 2d ≡ 0NhP	




��ن أن �h ≥ 5 

>�رض أن p<5   

    p=2أو   p=3أو�� �+ن  pو ��� أن 


>�رض أن p=3  

m 3/3d
3/3d − 2d n ⇒ 3/3d − (3d − 2d) ⇒ 3/2d          

 �9ر ���ن


>�رض أن p=2 

m 2/3d
2/3d − 2d n ⇒ 2/(3d − 2d) + 2d ⇒ 2/3d          

 �9ر ���ن

h و �������  ≥ 5  

hأو�� و   �pد�
�  –ب  ≥ h˄2إذن     5 = 1    

 �
Fermat   2q)5إذن ��ب ��رھ ≡ 1NpP 

 �
hأو�� و   �pد� ≥ h˄3إذن     5 = 1    

 �
Fermat   3q)5إذن ��ب ��رھ ≡ 1NpP 

  nأ	:ر "��م أو��  �و�ب ���دد   �ppppد�
�  –ج 

�م   p-1  إذن� 1n  

�م   p-1و ���= "وا�م ا��دد � 1n   ء ا��دد�
�����1 
   أو���ن ���� ��
p-1 ��6 و   nإذن ا��ددان 

 �
��ℤن   (u,v)�و�د   Bezoutإذن ��ب ��رھ
 ���nu+(p-1)v = 1ث   

  =,
u=a   وv=-b  

  /
 an-b(p-1) = 1و �
0  ��ث  �a=q(p-1)+rد�
�   –د  ≤ R < h − 1 

 �
 an-b(p-1)=1و�د�
    n(q(p-1)+r)-b(p-1) = 1                        إذن 

                              nr+nq(p-1)-b(q-1) = 1  

       rn = 1+(p-1)(b-nq)  

    =,
 k = b-nq 


��ن أن �S − ez ≥ 0  




>�رض أن b-nq < 0  

Sإذن  − ez ≤ ≤nq-bإذن      1− 1  

 �
hو �د� ≥ hإذن    5 − 1 ≥ 4  

h)إذن    − 1)(ez − S) ≥ 4 

h)إذن   − 1)(S − ez) ≤ −4  

1إذن   + (h − 1)(S − ez) ≤ −3 

≥rnإذن  −3 


�"ض �= �ون �R ≥   n > 1و    0

 rn = 1+k(p-1)  ���ث kو ������� �و�د �دد 	��? ط���� 

2 -  �
2q)5و   rn = 1+k(p-1) �د� ≡ 1NpP  

|�(5(})�2إذن   ≡ 1NpP  

2}d)5 ≡ 1NpP               

      2}d ≡ 2NpP  

  �
�3q)5د� ≡ 1NpP 

|(5(3q)  إذن ≡ 1NpP 

	3}d)5 ≡ 1NpP							      

     	3}d ≡ 3NpP	      

�
d{3	  �د� − 2}d ≡ 1NpP  

{��3d	   إذن − �2d�} ≡ 1NpP 

	�3d − 2d�N	�3d�})5 + 	�3d�})�2d+. . . …+ �2d�})5P ≡ 1NpP         

3d	��� أن و − 2d ≡ 0NpP  

0�+ن  ≡ 1NpP  ض"�
�    

ق ا� �	��   1أ��ر "ط�� �ن  nو������� 1 �و�د �دد 	��? ط���� ���R�:				3d − 2d ≡ 0NeP  

 

 

����ℎ : � -��ا� = ()5
(�d( ; � > 1ℎ�1� = 1																		 n										  

 ا�)زء ا!ول

lim�→5(�5 -أ  - 1 h�x� = lim�→5(�5
5
( . ()5�d( 							 



= 1 × 1 = 1 = ℎ(1)												     

  1ا����ن �� ��	�� ��@   h إذن

 ���f(x) = x-1-ln xن        -ب 

f  @�� ق��&#� ����"P1, +∞N    

�∀� ∈ P1,+∞N )       f’�x� = 	1 − 5
( = ()5

( > 0    

,�P1زا�د�� "ط�� ��@  fإذن  +∞N                                                                                                                              

� > 1 ⇒ !��� > !�1�																			              

          ⇒ � − 1 − ln � > 0 

⇒ ln � < � − 1                    

��6� ��دا��   : �#�ظ�
� ا��زا�دات ا��
����ن ا�����ل ��رھ → ln ,N1��@ ا����ل   � �P 

�∀� ∈ P1,+∞N )               ℎ���� = (�d	()���(65��()5�
(Z�dZ( = �� ()�()5�

(Z�dZ( 							  

     �
,�P1ن ا����ل  ��xل   h’(x)  < 0إذن         ln x <x-1   �د� +∞N  

� "ط�� ��@   hإذن   �	"�
�P1, +∞N                    

�→�lim  -أ  - 2 ℎ��� = lim�→� ()5( .	 5��(                        

= 1x0 = 0                                     

 �دول �:�رات 

 +∞                                                1  x          

  
-  h’(x) 

 1 

                                                                   0  
h(x)  

                                                                                                       

� "ط�� ��@   h -ب �	"�
� و ��	�� N1, +∞N        

           h(N1, +∞N� = Plim�→6� ℎ���, ℎ�1�P                  

                                      =P0,1P 

     /
�∀�و � ≥ 1�										0 < ℎ��� ≤ 1 

 ا�)زء ا�(���

��     �د�
� -أ  -  1 > 1�						� 5
��d	� �� = � ��� �

�d	� ��						(²
(

(²
( 

							= Nln�ln ��P((Z 					�ln�t� > 0�     



                             = ln	�� ��(��( �  

�                        و ������� 5
��d	� �� = ln�2�(²

(  

�� -ب  > 1�						���� − ln 2 =� 5
√��d	� �� − � 5

��d	� ��				(²
(

(²
( 

= � √�)5
��d	� ²)	إذن																														��

(       


,=   -ج � =       y² = t إذن  �√

                 2y dy = dt 

����						إذن      − ln 2 =� �)5
�²�d�² . 2�	��(

√( 

      						���� − ln 2 = � �)5
��d� 	��													(

√(  

����						و �������   − ln 2 =� �)5
��d� 	��								(

√(  

� "ط�� ��@   �hد�
�  - أ - 3�	"�
�P1, +∞N    

�√   ��ل  < � < �  ،       ℎ��� < ℎ��� < ℎ�√�� 

� ℎ���(
√( �� ≤ � ℎ���(

√( �� ≤ � ℎ�√����(
√( 																					     

/
��    و � − √��h�x� ≤ g�x� − ln 2	 ≤ �� − √��h�√��  

         �د�
� -ب  
�()√(�
()5 h�x� ≤ ��(�)�d�

()5 ≤ �()√(�
()5 h�√��  

lim�→5(�5إذن       
��(�)�d�
()5  = 

5
� 

�ق ��@ ا����ن ��   gو ������� �&#� ����"1  

����g(x) > ( x - √��ℎد�
�    -ج  + �e2 

lim�→6��	x	 − 	√��ℎ��� + �e2 = lim�→6� �()√(�(�d( �� − 1� + �e2     

= lim�→6� ��)5�( (
�d( :1 − 5

√(; + �e2							 

= 1. �+∞� + ln 2																																	 

= +∞																																																							 



 /
(�)��lim�→6و� = +∞		 

 �
 �د�
�d�
( + �()√(���(�

( < ��(�
( < �d�

( + �()√(���√(�
(    

lim�→6� �()√(�( ℎ��� = lim�→6� :1 − 5
√(; ℎ��� = 0  

lim�→6� �()√(�( ℎ�√�� = lim�→6� :1 − 5
√(; ℎ�√�� = 0   

	 و  lim�→6� ���( = 0	   

	  و������� lim�→6� ��(�( = 0						  

���� -أ  -  3 = � 5
√��d	� ��								(²

(  

���!���ن  = 5
√��d	� ،  

f  @�� ��	��P1, +∞N   إذن ،f   ��ل دا�� أ	���φ   ث���φ  ق��&#� ����" @��P1, +∞N    و   φ
��x� = f�x�    

   �
�g�x      �د� = �φ�t��((
� = φ�x²� − φ�x� 

g  ق��&#� ����"  @��P1, +∞N    ق�
6� ���وع و �ر�ب دا���ن "�����ن �#&�� @��P1, +∞N     

     �∀� ∈ P1,+∞N�						����� = 2�φ
��x�� − φ

��x� = 2x. f�x�� − f�x� 

	=إذن  �((�d(²− 5
√(�d(					 

=	 √()5�√(�d√(															       

�∀�و�������       > 1�									����� = 5
� ℎ�√��	 

�0د�
�  -ب  < ℎ��� ≤ 0إذن     1 < ℎ�√�� ≤ 1  

0إذن   < 5
�ℎ�√�� ≤ 5

�        /
0و� < �′��� ≤ 5
� 

 

 

 

 �gدول �:�رات 

+∞                                                1  x          

  
+  g’(x) 

 +∞ 

ln2                                                                
g(x)  



�lim�→6 �د�
�   : (C)إ
&�ء  -ج 
�(()

( = �ل ��ور ا���	�ل �����ه ��رب ��وار  (C)، إذن 	0�+∞  

(C)   ���1�ل 
	ف ���س �� ا�
ط, ln ، �����/ ا��و�/ 1��@ ا����ن ��  �2
5
� 

                                                                      

  

  

  

      

  

 ا�)زء ا�(��ث

I   - 1  -  k(x) = g(x) - x + 1 

 �
�ق �gد��&#� ����"  @��P1, +∞N    وg ق��&#� �  1��@ ا����ن ��  "���

�ق gإذن �&#� ����"  @��N1, +∞N  إذن ،g  ��	��  @��N1, +∞N  

 �xو ا�دا� → −x + 1   @�� ��	��ℝ��  k، إذن ا�دا��	��  @��N1, +∞N  

�∀� ∈ N1,+∞N�											k��x� = g��x� − 1														     

�
���′� و�د� ≤ 5
 g’(x)-1 < 0إذن   �

� "ط�� ��@  k إذن�	"�
�N1, +∞N  

 �
�lim�→6�k�xو   �k (1) = g (1) = ln 2د� = lim�→6�� :��(�( − 1; + 1 = −∞ 

��ل �ن  kإذن �N1, +∞N  و�
��N1, +∞N� = � lim�→6�k�x�, ��1�� = P−∞, ln 2P 

2   -  k  ل �ن���N1, +∞N و�
P−∞, ln 2P 0، و ∈ P−∞, ln 2P  

� و��د�,�P1ن  	αإذن �و�د �دد � +∞N    ث���ℎ�α)=0 

���αإذن  − α + 1 = 0   /
1و� + ��α� = α 

 

II   - 1 -  ن أ�ل  -أ�n=0   �
�1د� ≤  ^ < α 

1
>�رض أن  ≤  d < α   ن أن��
1و  ≤  d65 < α    

 �
�1د� ≤  d < α      ��1إذن� ≤ �� d� < ��α)  ) ن�g   � )�زا�د�

1إذن  < 1 + ln 2 ≤ 1 + �� d� < 1 + ��α)    /
1و� ≤  d65 < α  

e∀�		        : و ������� ��ب ��دأ ا��ر�= ∈ ℕ�								1 ≤  d < α  



d �د�
�  -ب  < α    و��� أنk   ن+� ��	"�
��( d) > �(α) 

(d )�إذن  −  d + 1 > 0 

d65− d إذن  > 0   /
  �زا�د�� "ط��  ( d)و�

�ر��  	(d )�+ن  �αزا�د�� و���ورة ����دد   (d )��� أن  -ج ��  

����ψ�xن  = 1 + g�x� . �
d65 �د� = ψ� d� 

ψ   ��� �����N1, ¢P  وψ�N1, ¢P�	∁	N1, ¢P  و ^ ∈ N1, ¢N  

�ر��، �+ن 
  �6���6	�d �و �� أن ��l ����ψ  ھ� �ل ا����د� = �  

lim�→6� d                  و ��� = ¢ 

,g  ��� �����N d - أ - 2 ¢P  ��� و ����� ������قP d, ¢N  

       �����¥∃�إذن #"! � �ھ�� ا���ا��ات ا� ∈ P d, ¢N� ∶ 					 |��¢� − �� d�| = |�′�¥�||¢− d| 

0           و �� أن < �′��� ≤ 5
|�¥�′�|   '&ن        � < 5

� 

e∀�          و ������) ∈ ℕ�												| d65 − ¢| ≤ 5
� | d − ¢|  

���   �n=0+ أ*(  -ب ��	| ^ − ¢| ≤ :5�;
^ | ^ − ¢|  

d |	.-��ض أن  − ¢| ≤ :5�;
d | ^ − ¢| 

d65 |	و . �+ أن  − ¢| ≤ :5�;
d65 | ^ − ¢|  

 �����	| d − ¢| ≤ :5�;
d | ^ −  )#"! ا'��اض ا���*/(  |¢

إذن 
5
� | d − ¢| ≤ :5�;

d65 | ^ − ¢|  

d65 |و �� أن  − ¢| ≤ 5
� | d − d65 |'&ن            |¢ − ¢| ≤ :5�;

d65 | ^ − ¢|  

 

e∀�    � �أ ا���*/و������) #"!  ∈ ℕ�									| d − ¢| ≤ :5�;
d | ^ − ¢|								 

���  -ج ��lim�→6� :5�;
d = 0ن  		0

5
� < 1� (0 < 

lim�→6� dإذن #"! ���د�3 ا����رب  = ¢  


