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 ( )2M وفات المربعة من الرتبة الثانيةهي مجموعة المصف  

 ( )( )2 , ,+ ×M حلقة واحدیة وحدتها
1 0
0 1I ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=.  

 ( ) ( ) ( ) ( ) *
2 ,  /  , , مع      10

x y
F M x y M x y x y

x

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭

= ∈ = ∈ ×M  

)جزء مستقر من  Fلنبين أن   - أ. 1 )( )2 ,×M. 

)لتكن         ), 10

a b
M a b

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 و = ( ), 10

c d
M c d

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)حيث  Fمصفوفتان من = ) *,a b ∈   و   ×

        ( ) *,c d ∈   : لدینا  . ×

( ) ( ), , 1 10 0

10

,

                        

                        

a b c d
M a b M c d

a c
bac ad c

ac
bM ac ad c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

× = ×

+
=

= +

  

,*: مع          bac ad c
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ∈ ):   إذن .  × ) ( ), , , bM a b M c d M ac ad Fc
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

× = + ∈.  

)جزء مستقر من  Fوبالتالي فإن          )( )2 ,×M.  

  :لدینا  -ب. 1
 F )، لأن  ∅≠ )1,0I M F= ∈. 

 ( )2F ⊂M. 

 .Fقانون ترآيب داخلي في × 
)قانون تجميعي في ×  )2Mقانون تجميعي في ×، إذنF. 
 I في ×هو العنصر المحاید ل( )2M و( )1,0I M F=  .Fفي ×هو العنصر المحاید ل I، إذن∋

)لكل عنصر  ),M a b منF مماثل وحيد فيF  :( )1 1, ,  M a b M b Fa
− ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − مع  ∋
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*1 ,  ba
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ∈ ×. 

 ( ) ( ) 141,2 3,4 3, 3M M M ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

× )و  = ) ( ) ( )3,4 1,2 3,10M M M× : إذن .  =

( ) ( ) ( ) ( )3,4 1,2   1,2 3,4M M M M×× ≠ . 

): وبالتالي فإن  ),F   .زمرة غير تبادلية ×

): لتكن المجموعة . 2 ){ }*,0 /   G M x F x= ∈   :لدینا . ∋

 G ): ، لأن  ∅≠ )1,0I M G= ∈. 

 G F⊂. 
)ليكن  ),0M a  و( ),0M b  عنصران منG  حيث ،*a∈  و*b∈ . لدینا: 

( ) ( ) ( )1 1,0 ,0 ,0 ,0 ,0aM a M b M a M M Gb b
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
× = × = a*، مع  ∋

b ∈.  

)إذن     ),G )زمرة جزئية للزمرة  × ),F ×.  

E*ليكن . 3 =   :المعرف بما یلي  ⊥بقانون الترآيب الداخلي Eنزود المجموعة. ×

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,    yx y E a b E x y a b xa xb a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ = +.  

:                      ونعتبر التطبيق    
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

: , ,

, , ,

F E

M x y M x y x y

ϕ

ϕ

× → ⊥

=
  

): لدینا  - أ     ) ( ) 71,1 2,3 2, 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⊥ )و    = ) ( ) ( )2,3 1,1 2,5⊥ =.  

)لتكن - ب   ),M a b و  ( ),M c d فوفتان منمصF  حيث( ) *,a b ∈ )و  × ) *,c d ∈   :لدینا .  ×

( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , , ,b bM a b M c d M ac ad ac ad a b c dc cϕ ϕ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

× = + = + = ⊥  

                                                             ( )( ) ( )( ), ,M a b M c dϕ ϕ= ×  

)تشاآل من ϕإذن       ),F )نحو  × ),E ⊥ .  

)ليكن      ),x y  عنصرا منE .نحل فيF المعادلة( ) ( ),M x yϕ = .  

Mلدینا       F∈  إذن( ) ( )*,  /  ,a b M M a b∃ ∈ ×   : ومنه فإن . =

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, ,

 
                    

                    

M x y M a b x y

a b x y
a x
b y

ϕ ϕ

⎧⎪
⎨
⎪⎩

= ⇔ =

⇔ =

=
⇔

=

  

): إذن       ) ( ) ( )( ) ( )*, ! , / , ,   x y M a b F M a b x yϕ∀ ∈ × ∃ ∈ =.  
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  .Eنحو Fتقابل من ϕوبالتالي فإن       

)تشاآل تقابلي من ϕ:  خلاصة        ),F )نحو  × ),E ⊥.  

)تشاآل تقابلي من ϕبما أن  -جـ   ),F )نحو  × ),E )، و أن ⊥ ),F )زمرة غير تبادلية ، فإن  × ),E   .زمرة غير تبادلية ⊥

  
@ïãbrÛa@åí‹ànÛa@Z)@@4@@@ÁÔã( 

}: لدینا   }1\m∈.  

I .المعادلة ذات المجهول  نعتبر في المجموعة( ) ( )( ) ( )2 2: 1 1 1 0  E z i m z i m− − + − + = .  

)مميز المعادلة - أ. 1 )E  هو :  

( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )( )

2
2

2 2

2 2

2

2

1 1 4 1

  2 1 4 1

  2 1 2 1

  2 1

1 1

i m i m

i m i m

i m m

i m

i m

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∆ = − − + + +

= − + + +

= − + + +

= −

∆ = + −

  

)حلي المعادلة -ب    )E  هما:  

      
( )( ) ( )( )

1
1 1 1 1

12
i m i m

z mi
− + − + −

= = و     −
( )( ) ( )( )

2
1 1 1 1

2
i m i m

z m i
− + + + −

= = −.  

)وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة         )E  هي :{ }, 1   S m i mi= − −.  

)نضع  -جـ   ) 2/ ,  m x iy x y= +   :حسب قاعدة جداء الجذرین ، لدینا  . ∋

( )

2

2 2
2

2 2 2 2
1 2

2 12 1
222

1 2 1 2 11 1 1 1 1
1 2 2

2 1 1 10 0
2 2

xx
x y

i mcz z m i x y y y
a

xy
xy xy

⎧ −⎧ − ⎪ = ±=⎪ ⎪⎧ ⎪+ = ⎪− + ⎪ ⎪ + +⎪ ⎪ ⎪= ⇔ = ⇔ = ⇔ = − + ⇔ − = − ⇔ = ⇔ = ±⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪=⎪ ⎪ ⎪⎩ = > = >⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎩

  

)لكي یكون  جداء حلي المعادلة mوبالتالي فإن قيمتي  العدد العقدي     )E  هما  1هو ،:  

2 1 2 1
2 2i− 2و          ++ 1 2 1

2 2i− +− −  

1: نضع . 2 1z im= 2zو  − m i= imو  − e θ=  2و
π θ π<   :لدینا . >

   2 4 2 4 2 4 2 422
1 1 1 1 2cos 2 4

i i i iii iz im e e e e e e e
θ π θ π θ π θ πππ θ

θ θ π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− − − − −−−

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − = + = + = + = −  



í‰ìÛbØjÜÛ@†yì½a@ ìÛa@æbznßüa@@@@@@@@@@@@@@@b@@@@@@@@@@@@@@@@@@òí…bÈÛa@ñ‰ë†Ûa2009@@@@@@@@@@@@@@@@@@@‡bnþa@@Zî§a@†àªæb   4 @@òzÐ–Ûa  
 

02: وحيث أن     4 2 2 2 4 4
π π θ π θ π πθ π< < ⇒ < < ⇒ < − 0cos: ، فإن  > 2 4

θ π⎛ ⎞
>⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
−.  

:      هو  1zوعليه ، فإن الشكل المثلثي للعدد العقدي   
2 4

1 2cos 2 4
i

z e
θ π

θ π
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −  

  :ولدینا    

( ) 22 2
2

4 2 4 2 4 2 2 42

1 1 1

2cos 4 2   

ii ii i i

i i i ii

z m i e i i ie i e e e e

e e e e e

ππ π θ
θ θ θ

π θ π θ π θ θ ππ π θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+−

+ − + + −−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − = − = − + = − + = +

= + = +

  

3: وحيث أن     
2 4 2 2 2 2 4 4
π π θ π π θ π πθ π< < ⇒ < < ⇒ < + 0cos :، فإن  > 4 2

π θ⎛ ⎞
<⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ .  

  :    هو  2zلعدد العقديوعليه ، فإن الشكل المثلثي ل    

  
3

2 4 2 4
2

3
2 4

4 2
3
4

2cos 2cos4 2 2cos 2
i i

i
i

z e e e e
θ π θ π

π
θ π

π θ ππ θ π θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎠
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝

⎛ ⎞
⎜
⎜

⎠⎠
⎟
⎟

⎝⎠⎝
−= − + − =  

II .المستوى العقدي( )P  منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر( )1 2, ,O e e . نعتبر النقط( )M m  و( )1 1 1M z im=   و −

    ( )2 2M z m i= −.  

) :نضع . 1  ) ( ){ }2 1,0/ , \ m x iy x y= +   :إذا وفقط إذا آان على التوالي  مستقيمية 2Mو 1Mو  Mتكون النقط.  ∋

( ) ( )

1

2

1

1

( )
1

1 0

z m
z m

im m
m i m

im m
i

i m im
i x iy i x iy
x y i y x

y x

−⇔ ∈
−

− −⇔ ∈
− −

− −⇔ ∈
−

⇔ + − ∈
⇔ + + − + ∈
⇔ + + + − ∈

⇔ + − =

  

1مستقيمية هي المستقيم ذو المعادلة 2Mو 1Mو  Mالتي من اجلها تكون النقط Mلنقطوبالتالي فإن مجموعة ا      0y x+ − =  

)محروم من النقطة      )1A.  

)التحویل الذي یربط آل نقطة Rليكن - أ.2  )M z  بالنقطة( )M z′ 1z: حيث  ′ iz= −′.  

2ia: لدینا         i e
π−

= − = 1aو  ∌ 1مرآزه دوران  Rإذن .=
b

a
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω
2وزاویته  −

 π−  حيث ،  :b i=   و −
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1 1 1

1 1 ( ) 2 2
b ia i= = −
− − −                                .

1 1 ,2 2 2R R i π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= Ω + −  .  

: لدینا  -ب   
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1

2

1 1 1
1 1 1 1

m i im m i mz z m i m i
z m m i m i

− − − − + − +− = = = − − + = − −
− − − −.  

( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

2 1

2
1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
2

2 2 2
1

z z i m i iz m

m i m i

m i m i

i m mi i m mi
m m m m i

e m m m
e m m m

− ∈ ⇔ − − ∈
−

⇔ − − = − − −

⇔ − + = − − −

⇔ + − − = − + + −
⇔ + − − =

⇔ ℜ + ℑ =

⇔ ℜ +ℑ =

  

1:لدینا  -جـ  1z im= ): إذن . − ) 1, 2R M Mπ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
Ω −   .Ωمثلث قائم الزاویة ومتساوي الساقين في 1MMΩ: ، ومنه فإن =

⎡1MMالتي أحد أقطارها  Cمتداورة وتنتمي إلى الدائرة  1Mو Mو Ωهكذا تكون النقط      ⎤
⎣   و Mو Ω، وبالتالي تكون النقط⎦

    1M  2وM  2متداورة إذا وفقط إذا آانM ∈C   یكافئ على التوالي :  

•      21MM M 2مثلث قائم الزاویة فيM. 

• ( )1 22,    22MM M M π π⎡ ⎤
⎣ ⎦≡ ±. 

• 2 1

2
arg 22    z z

z m
π π

⎛ ⎞
⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠

− ≡ ±
−. 

• 2 1

2

z z iz m
− ∈
−. 

• ( ) ( ) 1e m m mℜ +ℑ  .ب   – 2حسب السؤال  .  =

  
brÛa@åí‹ànÛasÛ@@Z)@@4@@@ÁÔã( 

2: ، نضع  *من nلكل 3 6 1n n n
na = + + −.  

2: لدینا  - أ. 1 0 2   ⎡ ⎤
⎣ 6و  ≡⎦ 0 2  ⎡ ⎤

⎣ 3و  ≡⎦ 1 2  ⎡ ⎤
⎣ 2،*من nإذن لكل. ≡⎦ 0 2   n ⎡ ⎤

⎣ 6و  ≡⎦ 0 2   n ⎡ ⎤
⎣   و  ≡⎦

      3 1 2   n ⎡ ⎤
⎣ *: ومنه فإن . ≡⎦ , 2 3 6 1 1 1 2 0 2          n n n

nn a ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦∀ ∈ = + + − ≡ − ≡.  

*: خلاصة         , 0 2    nn a ⎡ ⎤
⎣ ⎦∀ ∈   .عدد زوجي na،*من nأي أن لكل .≡

3: لدینا . *من nليكن - ب   0 3  ⎡ ⎤
⎣ 6و  ≡⎦ 0 3  ⎡ ⎤

⎣ 3: إذن .  ≡⎦ 0 3   n ⎡ ⎤
⎣ 6و  ≡⎦ 0 3   n ⎡ ⎤

⎣ ⎦≡.  

2: ولدینا         1 3   ⎡ ⎤
⎣ ⎦≡ ): ، إذن  − )2 1 3  nn ⎡ ⎤

⎣ ⎦≡ ): ومنه نستنتج أن . − )* , 1 1 3      n
nn a ⎡ ⎤

⎣ ⎦∀ ∈ ≡ − −.  

)زوجي   n         :وأن         ) ( )0 3 1 1 0 3 1 1 3               n n
na ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦≡ ⇔ − − ≡ ⇔ − ≡ ⇔.  

  



í‰ìÛbØjÜÛ@†yì½a@ ìÛa@æbznßüa@@@@@@@@@@@@@@@b@@@@@@@@@@@@@@@@@@òí…bÈÛa@ñ‰ë†Ûa2009@@@@@@@@@@@@@@@@@@@‡bnþa@@Zî§a@†àªæb   6 @@òzÐ–Ûa  
 

3pعددا أوليا بحيث  pليكن. 2 >.  
3pأولي  و p -أ      :إذن . مثنى مثنى ، فهي أولية فيما بينها مثنى مثنى أعداد أولية مختلفة فيما بينها 3و 2و  pإذن.  <

      2 1p ∧  و = 3 1p ∧ 6: ، ومنه نستنتج أن  = 1p ∧ =    ،( )2 3 6      × =.  

12: مبرهنة فيرما تؤآد على أن          1  p p− ⎡ ⎤⎣ 13و ≡⎦ 1   p p− ⎡ ⎤⎣ 16و ≡⎦ 1  p p− ⎡ ⎤⎣ ⎦≡.  

): لدینا  - ب   )2 2 2 1 1 1
26 6 2 3 6 1 3 2 2 3 6 6p p p p p p

pa − − − − − −
− = + + − = × + × +   :أ ، نجد أن  -2حسب السؤال، . −

      26 0    pa p− ⎡ ⎤⎣ /2: ، إذن ≡⎦ 6  pp a 6، وبما أن  − 1p ∧ pp  /2:  ، فإنه حسب مبرهنة آوص ، لدینا = a −.  

  .عددا صحيحا طبيعيا أوليا qليكن -جـ  

2q إذا آان  nq  /: عدد زوجي ، إذن  na،  *من nلكل أ، -1ه حسب ، ، فإن = a  ، فإن  ومنه :nq a q∧ = . 

3qإذا آان   2،  *من nلكل ب ، -1ه حسب ، ، فإن = 0 3   na ⎡ ⎤
⎣ nq  /2 :، إذن  ≡⎦ a  ومنه فإن ،

2nq a q∧ =. 
3qإذا آان   /2، فإن <  qq a 2qq: ، ومنه فإن  − a q−∧ =. 

naبحيث  nیوجد عدد صحيح طبيعي غير منعدم :خلاصة  q q∧ =.  
  

Ûdß@ò@I@Z10@@ÁÔãH 

n نعتبر الدالة العددیة. عدد صحيح طبيعي غير منعدمnf للمتغير الحقيقيx 0المعرفة على المجال,⎡ ⎡
⎣   :بما یلي  ∞+⎣

( ) ( )
( )

1 ln , 0

0 0

 n
n

n

f x x x x

f

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

= − >

=
  

)ليكن  )nC المنحنى الممثل للدالةnf في معلم متعامد ممنظم( ), ,O i j.  
@Þëþa@õ§aZ@ @

nxنضع  - أ. 1 t=  0،  أي
  0n

x
t x

+
+

→
=   :إذن .  →

( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim 1 ln lim ln 0 0 n n
n nx x t

f x x x t n t t f
+ + +→ → →

⎡ ⎤⎣ ⎦= − = − = =  

  .دالة متصلة على اليمين في الصفر nfومنه فإن       

: لدینا  -ب 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1 ln0
lim lim lim 1 ln0

n
nn n

x x x

x xf x f
xx x+ + +→ → →

−−
= = − =

−
0: ، لأن ∞+

lim ln
x

x+→
= −∞.  

  .  0 في يمينالغير قابلة للاشتقاق على  nfإذن      
  
  .: حساب نهایات  -جـ 

( ) ( )1lim lim 1 ln
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= − = −∞  

    
( ) ( )1lim lim 1 ln

x xx
f x

x
→+∞ →+∞

= − = −∞  

( ) ( )22lim lim 1 ln
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= − = +∞  

     
( ) ( )22lim lim 1 ln

x xx
f x

x
→+∞ →+∞

= − = +∞.  
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0xليكن  - أ. 2 ): ، لدینا  < ) ( )( ) ( ) ( )1 1 ln 1 ln1 ln lnx x xf x x x x x′− + − =
′

= − = −′   .1fومنه نستنتج تغيرات. ′

  

0xليكن - ب   ): ا، لدین< ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
2 1 ln 1 ln 1 ln ln 1 ln 1f x x x x x x x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′
= − = − + − = − +′ ′.  

): لدینا       )2
f أو   10 x x e x e= ⇔ =   :آما یلي  2fنعطي جدول تغيرات الدالة .  ′=

  
  

0xليكن - أ. 3 ): ، لدینا< ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 1 ln 1 ln ln ln 1f x f x x x x x x x x− = − − − = −.  
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  : 2Cو  1C: إنشاء المنحنيين   -ب   

  
@ïãbrÛa@õ§aZ@ @

⎤0,المعرفة على المجال xللمتغير الحقيقي Fنعتبر الدالة العددیة ⎤
⎦ ):  بما یلي  ∞−⎦ ) ( ) 1 1

2 1
    xe

f t
F x dt

t
=

+∫.  

0x,ليكن  - أ. 1 ⎤ ⎡
⎦ ⎣∈ الدالة . ∞−

( )1
21

f t
t

t+
⎡,0دالة متصلة على المجال  ⎡

⎣ ⎡,0على المجال ψ، إذن تقبل دالة أصلية ∞+⎣ ⎡
⎣ ⎣+∞.  

): ذن إ        ) ( ) ( ) ( )1
,0 , 1  

x
x

e
x F x t eψ ψ ψ⎡ ⎤⎤ ⎤

⎦ ⎦ ⎣ ⎦∀ ∈ −∞ = = −.  

:: لدینا          xu x e  0,دالة قابلة للاشتقاق على المجال⎤ ⎡
⎦ )و   ∞−⎣ ),0 , 0  xx u x e⎤ ⎡

⎦ ⎣∀ ∈ −∞ =   قابلة  ψو<

⎤,0للاشتقاق على المجال        ⎡
⎦ )، إذن  ∞+⎣ ):  xu x eψ ψ 0,قابلة للاشتقاق على المجال⎤ ⎡

⎦   :ولدینا  ∞−⎣

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1

2 2

1
,0 ,   

1 1
  

x x
x x x

x x

f e x e
x F x e e e

e e
ψ⎤ ⎡

⎦ ⎣
−

∀ ∈ −∞ = − = −′ ′
+ +

=  

)إشارة - ب   )F x′ 0,على المجال⎤ ⎡
⎦ 1xهي إشارة  ∞−⎣ 0,: ، و لدینا  − , 1 0  x x⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ −∞ −   تناقصية على  Fإذن . >

⎤0,المجال         ⎤
⎦ ⎦−∞ .  

0xليكن - أ. 2 1xt,و  > e⎡ ⎤
⎣ 2: لدینا . ∋⎦ 2

1 1 11 2 1 1
  x

xe t
t e

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
+ ):وبما أن . + )1 0f t   :، فإن  <

       ( ) ( ) ( )1
1 12 2

1 1
2 1 1 x

f t
f t f t

t e
≤ ≤

+ )، أي + ) ( ) ( )
1 1 11

1 12 2
1 1
2 1 1x x xxe e e

f t
f t dt dt f t dt

t e
≤ ≤

+ +∫ ∫ ∫ ،  

):         وبالتالي فإن          ) ( ) ( )
1 1

1 12
1 1    2 1x xxe e

f t dt F t f t dt
e

≤ ≤
+∫ ∫  

)       : خلاصة         ) ( ) ( )
1 1

1 12: 1 10        2 1
 x xxe e

x f t dt F t f t dt
e

∀ < ≤ ≤
+∫ ∫  
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x,0ليكن  - ب   ⎤ ⎡
⎦ ⎣∈ 2: ، لدینا  ∞+ 23 ln 3 ln 1 3 12 ln4 2 4 2 2 2 2

x xx x x x x x xx
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′
− = − + − = − −  

                                                                           ( ) ( )1ln 1 lnx x x x x f x= − = − =  

2ومنه فإن         3 ln
4 2

xx x ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎤,0على المجال  1fهي دالة أصلية للدالة − ⎡
⎦ ⎣+∞.  

):  لدینا  -جـ   )
1

1 2 2 2 2
1

3 ln 3 3 3 3
4 2 4 4 2 4 4 2x

x

x x x
e

e

t x xf t dt t e e e
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

= − = − − = − +∫ .  

): إذن         )
1 2 2

1
3 3lim 2

3
4lim 4 4x

x x
x xe

xf t dt e e
→−∞ →−∞

= − + 2: ، لأن ∫= 2lim 0 lim x  و   0 x
x x

e xe
→−∞ →−∞

= =.  

): نفترض أن . 3 )lim
x

F x l
→−∞

= ∈ .  

): نعلم أن      ) ( ) ( )
1 1

1 12: 1 10        2 1
 x xxe e

x f t dt F t f t dt
e

∀ < ≤ ≤
+∫ ∫  

):  وأن      )
1

1
3lim 4xx e

f t dt
→−∞

2limو  ∫= 0x
x

e
→−∞

=.  

: إذن     
3 3
8 4l≤ ≤.  
@sÛbrÛa@õ§aZ@ @

): نضع  )*
1

:  e
n nn u f x dx∀ ∈ = ∫.  

x,1و  ∋n*ليكن  - أ. 1 e⎡ ⎤
⎣ 1: لدینا . ∋⎦ 0 ln 1 1 ln 0x e x x≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≥ .  

): إذن        ) ( )1 ln 0
n

nf x x x= − ): ومنه فإن .  ≤ )1, : 0 nx e f x⎡ ⎤
⎣ ⎦∀ ∈ ): إذن . ≤ )1

  0
e

n nu f x dx= ≥∫. 

 ليكن - ب   *n∈1، وليكن,x e⎡ ⎤
⎣   :   لدینا .  ∋⎦

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 ln 1 ln ln 1 ln

n n n
nnf x f x x x x x x x x

+
+ − = − − − = − −  

1: بما أن         x e≤ 0x، فإن   ≥ lnو  ≤ 0x 1و  ≤ ln 0x− ): ، إذن  ≤ ) ( )1   0nnf x f x+ − ≤ .  

): خلاصة         ) ( )1:1,    0nnex f x f x+
⎡ ⎤
⎣ ⎦∀ − ≤∈.  

x,1ولكل ∋n*لكل  -جـ  e⎡ ⎤
⎣ ): ، لدینا  ∋⎦ ) ( ) ( ) ( )1 10n nn nf x f x f x f x+ +− ≤ ⇒   : إذن . ≥

       ( ) ( )11 1
  

e e
nnf x dx f x dx+ ≤∫ *:  وبالتالي فإن . ∫

1:  nnn u u+∀ ∈ ≤.  

)بما أن  -د    ) 1n nu
≥

  .، فإنها متقاربة 0متتالية تناقصية و مصغورة  ب  

:  نعتبر الدالتين المعرفتين بما یلي  .  ∋n*ليكن - أ. 2
2

: 2  xu x    و( ) 1
: 1 ln  n

v x x
+

  :لدینا  .−

 u وv 1متصلتين على المجال,e⎡ ⎤
⎣ ⎦  . 

 u وv 1قابللتين للاشتقاق على المجال,e⎡ ⎤
⎣ ⎦. 

 u vو ′ ⎡e,1متصلتين على المجال ′ ⎤
⎣ ⎦  . 
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  :باستعمال المكاملة بالأجزاء ، نحصل على  ما یلي       
  

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

1
1 1

2 1

1

2 21

1
1

1

1

1 ln

1 ln2

11 ln 1 1 ln2 2
1 1 1 ln2 2

1 1
2 2

e n
n

e n

e
en n

e n

nn

u x x dx

x x dx

x xx n x dxx
n x x dx

nu u

+
+

+

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

−

= −

′
= −

= − − + − −

+= − + −

+= +

∫

∫

∫

∫

  

1xو المستقيمين الذین  معادلتيهما على التوالي  2C و 1Cمساحة الحيز المحصور بين المنحنيين - ب   xو  = e=  هي:  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 2 1 21 1 1 1

e e e e
f x f x dx f x f x dx f x dx f x dx u u= − = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫A  

2:    نعلم أن،  )  -أ.  2( حسب السؤال و       1
1
2u u= − 1: إذن .   + 2

1
2u u− =.  

21: وبالتالي فإن        1  . .2 22        u a i cmj= = × =A.  

2nليكن  - أ. 3   : لدینا ،  -أ.2و  -جـ.1و   -أ.1حسب الأسئلة ، .  ≤

1
1 10    0    
2 2

1 1 1 1    1
2 2 2 2

1 1    
1 1

   و    

1 1    1

 

1

  و   

n n nn

n n

n n

n

nu u u u

n nu u

u u
n n

un n

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+≤ ≤ ⇒ ≤ − + ≤

+ +⇒ ≤ − ≤ −

⇒ ≤ ≤
+ −

⇒ ≤ ≤+ +

  

1: بما أن  -ب    12 : 1 1  nn un n∀ ≥ ≤ ≤+ 1و  − 1lim 0 lim 01   و  1
n nn n→+∞ →+∞

= =
+ −

  ، فإنه حسب مصادیق 

lim:   التقارب ، لدینا          0nn
u

→+∞
=.  

2    : ولدینا         : 1 1  n
n nn nun n∀ ≥ ≤ ≤+ limو − 1 lim 11   و  1

n n
n n

n n→+∞ →+∞
= =

+ −
  ، فإنه حسب مصادیق   

lim:   التقارب ، لدینا          1nn
nu

→+∞
=.  

)نعتبر المتتالية العدیية. 1uعددا حقيقيا مخالفا للعدد aليكن. 4 ) 1n nv
≥

  :المعرفة بما یلي  

  

1

1
1 1 ; 12 2 nn

v a
nv v n+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

=
+= − + ≥

  

1nليكن - أ     :، لدینا  ≤
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     1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2n n n n nn n n

n n n nd v u v u v u d+ + +
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + += − = − + − − + = − =  

1

1 2

3 2

2 1

11

2
1

2
....

....

3
2
2
2

!
2n n

n n

n n

nd d

nd d

d d

n d

d

d

d

−

− −

−=

=

−=

⇒

=

=

  

  .ونبين هذه العلاقة بالترجع     
  : 1طریقة  -ب 

1: نعلم أن        
11 : 2  nn

nn d d+
+∀ ≥ 213: ولدینا . = : 2  nn ≥+∀ 13: إذن . ≤ :   2  nnn d d+∀ ≥ ≥.  

13: أي        :   2  n

n

dn d
+∀ ≥ 5: فإن  هومن. ≤

4

31 4

31 2
3 : ... 2    nn n

n n

d
d

d ddn dd d
−−

− −
∀ ≥ × × × × ≥ .  

3   : إذن      

3
3 : 2    nndn d

−∀ ≥ 3: وبالتالي فإن .  ≤
33 : 2    n

nn d d−∀ ≥ 2أن وبما  .≤   : ، فإن <  1

      3
3lim 2

n
n d

→+∞

− = lim: ارب ، لدینا قوحسب مصادیق الت.  ∞+ nn
d

→+∞
= +∞.  

  : 2قة طری     

3n نيكل      11 : لدینا .≤
!

2n n
nd d−= ولدینا :  

2

3
... ... ...
3 3
2 2
1 1

! 3 2nn

n

−

≥

≥ ⇒
≥

×

≥

≥  

: إذن      
2

1
3
2

n

nd d
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3: أن وبما . ≤ 12 1و < 0d : فإن  <
2

1
3lim 2

n

n
d

−

→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=   :مصادیق التقارب ، لدیناوحسب . ∞+

      lim nn
d

→+∞
= +∞.  

)نفترض أن  -جـ   ) 1n nv
≥

) أنعلم ن  .متتالية متقاربة  ) 1n nu
≥

n: متقاربة ، ولدینا    n nd v u= )إذن . − ) 1n n
d

≥
  ا ذهو .متقاربة 

): فإن وبالتالي  .ضقتنا        ) 1n nv
≥

  .دةمتتالية متباع 

  
  
  
  
  


