L'usage de la calculatrice est strictement interdit
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XERCICE! ou bien EXRCICE2
1 ERCICES et EXRCICES

EXERCICE1 :(3.5 points/au choix)
(Si tu choisis de traiter EXERCICE], il ne faut pas traiter EXERCICE2)

On considére dans ZxZ I'équation (D) : 7x’ —13y =5

1- Soit (x, y) € Zx Z une solution de I'équation (D)
a) Montrer que x et 13 sont premiers entre eux.

b) En déduire que : x'2 =1 [13]
c) Montrer q'uef ¥ =10 [13]

d) En déduire que : x'2 =3 [13]

2- Déduire des questions précédentes, que 'équation (D)n’admet pas de solution dans Zx Z
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o La durée de U'épreuve est de 4 heures.
o L'épreuve comporte (5) pages numérotées de 1/5 & 5/5
o L'épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux.
o Le candidat doit traiter EXERCICE3 et EXERCICE4 et choisir de traiter EXERCICE] ou bien EXERCICEZ.
o Le candidat doit traiter au total trois (3) exercices :
EXERCICE1 qui concerne Uarithmeétigue (au choix)..........ooooooeeeeeeserre 3.5 points
-<ou bien ,
EXERCICE2 qui concerne Les structures algébriques (au choiX)... ... 3.5 points
- EXERCICE3 qui concerne les nombres complexes (obligatoire)............ ... points
- EXERCICEL qui concerne Uanalyse (obligatoire) ... 13 poNtS
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EXERCICE2 : (3.5 points/au choix)
(Si tu choisis de traiter EXERCICE2, il ne faut pas traiter EXERCICE1)
On note par MZ (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre deux.
1 0
On rappelle que (M2 (R),—I—,x) est un anneau non commutatif unitaire d’unité I:{O 1]
et que (R*,x) est un groupe commutatif.
1 x
On considere le sous-ensemble £ de M, (R) définipar: £ = {[0 / xeR et yeR* ]
y
0.5 | 1- 3a) Montrer que E est une partie stable de (M2 (R)x)
0.5 b) Montrer que la multiplication n’est pas commutative dans £
Q.5 1 8 = 1 — 1 1 0
2 X X
c) Vérifier que : (VxER)(VyER*) g % y ¥ X =
0 vy 1 1 0 v 01
0 - 0 —
y y
0.5 | 2- Montrer que (E,x) est un groupe non commutatif.
: o . 1 x-1 *
3- On considére le sous-ensemble F de E définipar: F = M(x): 0 /xeR
X
0.5 ; ... . *
a) Montrer que I'application ¢ définie par : | VxcR ; p(x)=M(x) estun
homomorphisme de (R*,x) vers (Ex) .
1 b) En déduire que (F,x) est un groupe commutatif dont on précisera ['élément neutre.
EXERCICES3 :(3.5 points/obligatoire)
Soit m un nombre complexe non nul.
Premieére partie :
On considere dans C I'équation d’inconnuez, (E) 2 —2mz? 1 2mPz—m® =0
0.5 | 1- Résoudre dans C I'équation (E) (On remarque quem est une solution de I'équation (£) )
2- On note zj et z, les deux autres solutions de |'équation (E) autre que m
.25
02 a) Vérifier que : —1—+—1~:~1—
Zl Zz 1
;X
0.5 b) Dans le cas ol m=1+e 3, écrire sous la forme algébrique z; et z,




Taial ] )
3| Ns24F £ 5@ gall — 2020 Aaladl 5 5all - Ly Sll an gall il Gladia¥) %
5 - (i 3) () o (1) Ll psladl dsnds ~cbadaly ) cdaba -

Deuxiéme partie :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u, v)

T

-

i—
On considére les points 4 et B d’affixes respectives a =me 3 et b=me 3

On note P le centre de la rotation d’angle [g] qui transforme O en 4,
Q le centre de la rotation d’angle [—g] qui transforme 4 en B

" ’ T .
et R le centre de la rotation d’angle {5] qui transforme B en O

0.25 | 1- Montrer que les points O , 4 et B ne sont pas alignés.

I I

11
1 2-a) Montrer que 'affixe de P est p:mTe 12 et que l'affixe de R est r :mTe

0.5 b) Montrer que |'affixe de Q est g :m\ﬁsin[%]

0.5 | 3-Montrer que OQ = PR et que les deux droites (OQ) et (PR) sont perpendiculaires.

EXERCICE4 :(13 points/obligatoire)
Premiére partie :

On consideére la fonction f définie sur I'intervalle 7 = [0;+oc| par:

X

et soit(C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O;E}),

(On prendra ”;” = “;“ =lcm)

0.5 1- On appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction ¢ +—In (r) sur l'intervalle

[x,x-!—l} , montrer que : (P) (VxE}O,'+OOD ¢ x—li—l <ln[l+%]<—j€

0.5 | 2-a) En utilisant la proposition (P) , montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0
0.5 b) En utilisant la proposition (P), montrer que la courbe (C) admet une branche parabolique

dont on précisera la direction.
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0.75 | 3-a) Montrer que la fonction f est dérivable sur |0;+oo] et que:
(Vx € ]0;+00D i f’(x): 3x2|In [l—l—l]— 1
x) 3(14x)
0.5 b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur /
(On pourra utiliser la proposition(P))
0.25 c) Dresser le tableau de variations de f
k'
4- Pour tout x E]O;+oo[ , 0n pose : g(x)m f( )
‘ B
. a) Vérifier que : (Vx € ]0;+oo[) ; g(E)=2% ln[l—l—i]_ ! , en déduire que la
0.75 x) 2(1+x)
fonction g est strictement croissante sur Ri
0.5 b) Montrer que I'équation g(x) =1 admet sur ]RZ, une solution unigue notée «
3
puis vérifier que o € ]1;2[ (On prendra In2=0.7 et Li’lf'.za =15 )
0.5 c) En déduire que les seules solutions de I'équation f(x) =x sont 0 et o
0.5 5-a) Représenter graphiquement la courbe (C)
(On précisera la demi-tangente a droite en O et la branche parabolique de (C))
0.25 b} Montrer que [ est une bijection de / vers/ (On note f’1 sa bijection réciproque)
Deuxiéme partie :
On considére la suite (un)nzﬂ définiepar: O<ug<a et (VneN) ; u,q=f"Yu,)
0.5 | 1- Montrer par récurrence que : (VncN) ;| 0<u, <o
0.5 | 2-a) Montrer que : g(]O; 0¢D =101]
0.5 b) En déduire que la suite(un)n>0 est strictement croissante.
0.25 c) Montrer que la suite (un)nzo est convergente.
0.5 3- Déterminer  [lim u,
n——+00
Troisiéme partie :
1
On considére la fonction F définie sur 'intervalle / par : (Vx el) ; F(x):f f(t)dr
X
0.5 | 1-a) Etudier suivant les valeurs de x , le signe de F(x) :
0.5 b) Montrer que la fonction F est dérivable sur / et déterminer sa dérivée premiére F'
0.25 c) En déduire que F' est strictement décroissante sur /
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0.5 | 2-a) Montrer que : (Vx (= [1;—!—00[) ;o F(x)<(1—x)in2
0.25 | b)Endéduire lim F(x)
X—r00
0.5 3-a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :
m2 x* 1 1p17
Vx &0, +o00 s Flx)=———In|l+—=|4+— —dt
(elortod) 5 Pe)=52-Toaliel)e 05
i g £
2
0.5 b) Calculer f ——dt pour tout xE]O;—E—oo[ (On remarque que : —— =" —1¢ 1———-w)
xt+1 141 141
c) En déduire que : (Vx 6]0,'4—00[) ; Fx)= 8 £+ﬁ~-+ ! ln(l+x)—iln 1+ 1]
0.5 M4 1208 404
0.5 d) Calculer lim F(x) , en déduire la valeur de fo F(r)ar
x—0*
k=n-1
4- Pour tout entier naturel non nul n» ,on pose: v, = Z F[2k+1]_p[ﬁ]]
k=0 2n n

0.5 a) Montrer que pour tout n¢& N et pourtout k& {0,1,,,,,,,,,;1—1}

——f 2k +1 <F 2k+1 —FE S—Lfic"

2n 2n 2n n 2n \n
0.5 5 1 k=n 1 k=n
b) En déduire ue:(VneN) ; - — [ ]<v <ﬁ-m [
) q 2}1;_11‘ <v, < Z
(On remarque que : Lkl = vl )
2n R

0.25 ¢) Montrer que la suite numérique (vﬂ)neN‘ est convergente et déterminer sa limite.

FIN






