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Nous proposons un corrigé sommaire de I’épreuve en traitant les exercices dans I'ordre ou il nous semble
plus "pédagogique". Nous terminons par une réflexion didactique sur I’épreuve.

Exercice 1 (Arithmétique).

Soit n € N supérieur strictement a 1. On désignera par p le plus petit nombre premier positif divisant n.

l.a

1.b

l.c

1.d

Lidentité 3" — 2" = 0[n] équivaut a dire que n divise 3" — 2", c’est a dire 3" — 2" = kn pour un certain
entier k. Mais p divise n donc n = mp, ou m est également un entier. Il s’ensuit que : 3" - 2" = kmp
soit 3" — 2" = Ap avec A(= km) un nombre entier naturel. D’ou, 3" —2" = 0[p].

D’autre part, 3" — 2" est clairement un nombre impair, donc p # 2; et ne peut étre divisible par 3 car
sinon 3 diviserait 2", donc forcément p = 5.

Il suffit de remarquer que p étant premier superieur & 5, les nombres 2 et p sont premiers entre eux et
utiliser le petit théoréme de Fermat pour conclure que 2”~! = 1[p]. Le méme raisonnement est valable
l'identité pour 377! = 1(p].
Un diviseur commun a n et p-1 différent de 1 admet lui méme un plus petit diviseur effectif que nous
noterons d. D’aprés le cours, d est premier et vérifie :
e d<p-1parsuited < p.
ee p < d par définition de p en tant que plus petit nombre premier divisant n.

Cet absurde permet de conclure que (p — 1) A n = 1. Le théoréme de Bezout garantit |'existence d'un
couple (a;b) d’entiers que I'on peut choisir naturels tel que? :

an—b(p-1)=1

(1)
La division de a par p — 1 donne I'existence d'un couple d’entiers (g; r) tel que :

«0<r<p-1 avecr éventuellement nul.

Division euclidienne(de a par p — 1){ cea=q(p-1)+r.(0)

Le cas r = 0 est a exclure car cela aboutirait a: 1 = h(p —1) avec h € N c-a-d p — 1 divise et donc est
égal a 1. Ce qui est impossible car p = 5.

En multipliant les membres de (®) par n, on obtient : an = gn(p — 1) + rn, soit rn = an— gn(p —1).
Mais d’aprés (1) an=b(p—-1)+1doncrn=w(p—1)+1, ou: w = b— gn. Le caractére naturel de w est
évident car il est entier comme différence de deux entiers et est positif comme rapport de nombres

trivialement positifs (v = rp"%f)

1. Mes remerciements @ Monsieur Ajana et monsieur Hajmi pour leur help
2. Cette égalité fera objet d’'une breve discussion au terme de ’analyse didactique
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Soit n un entier naturel vérifiant 3”7 — 2" = 0[n]. Alors

3"-2"=0[n] = 3" -2""=0[n] (EtceVreN)

3"-2"=0[n] = (3" - 2" " =0[p] ou p est lediviseur den défini comme ci —haut
3"_2"=0[n] = )" -2)" = 0[pl

3}1 _2n = O[n] — 31+w(p—1) _21+w(p—1) = 0[p]

3"-2"=0[n] =3 =2[p]

2)

La derniere identité (2) provient immédiatement de la question 1.b et affirme que le nombre premier
p est un diviseur de I'unité. Ceci suffit pour affirmer l'irrésolubilité de I’équation en n :

3" _2"=0[n]

dés que n = 1.[ Vérification a la main pour n=1 et I'’exercice propose une preuve dans le cas n > 1]

Exercice 2 (Structures algébriques)

l.a

1.b

l.c

2.a

Commutativité et assciativité

laloi * est trivialement commutative. Cela provient de la commutativité de de ’addition dans Z
Pour l'associativité, ce simple calcul est suffisant car 'addition est associative et commutative dans
Z:Y(x;y;2)€Z3:

(x*xY*xz=x+y-2)*z=(x+y—-2)+z-2=x=y+z-4

D’autre part :
xx(Yy*2)=x*(y+z-2)=x+(y+z-2)-2=x+y+z—-4

Elément neutre Si e est I'élément 3 neutre pour * alors, alors pour tout a€ Z, ona:

axe=exad=a

Equation équivalente a :
ate—-2=a

Par suite * admet bien 2 comme élément neutre.

Symétrisabilité Soit a € Z. b est le symétrique de a signifie: a+ b =2 c’est a dire que a+ b -2 =2,
autrement dit : b =4 — a. L'unicité de b est assurée par le cours car la loi * est associative.

Structure de (Z; #) : Comme * est une loi interne associative, admet un élément neutre et tout élément
est symétrisable, alors (Z; *) est un groupe. Ce groupe est commutatif car * 'est, d’aprés la question
l.a

fest un isomorphisme :D’abord, T est bien une loi de composition interne car V(x; y) € Z? : (xy—2x—
2y +6) € Z. Ensuite, soient a et b dans Z. Alors

f@Tfb)y=(@a+2)(b+2)-2(a+2)-2(b+2)+6
f@Tfb)y=ab+2a+2b+4-2a—-4-2b—-4+6
f@Tf(b)=ab+2
f@Tfb) = f(ab)

Donc f est bien un homomorphisme. L'application affine x — x + 2 est trivialement bijective dont la

3. Mot bien défini car s'il existe, il est unique.(cf page ..)



bijection est f 1. x — x-2,il sensuit que f est un isomorphisme qui identifie (Z; x)
a (Z; T) (Du point de vue structure)).

2.b Distributivité de T par rapport a * : Al'instar de la question précécente, soienta, b etcdans Z.Lona:

(axb)Tc=(a+b-2)Tc=(a+b-2)c-2(a+b-2)-2c+6=ac+bc—2a-2b—-2c+10
Mais, on a également :
(aTc)* (bTc)=(aTc)+bTc)-2=ac—-2a-2c+6+bc—-2b—-2c+6=ac+bc—-2a—-2b-2c+10

La distibutivié découle des deux dernieres égalités.

3. Structurede (Z; #; T) : puisque f est un isomorphisme, et comme la multiplication usuelle x confere a (Z; x)
une strucure de monoide #, alors laloi T est associative, commutative et admet f(1)=3 comme élément
neutre.

Résumons :

— (Z; %) est un groupe commutatif

— T estune loi de composition interne associative

— T est distributive par rapport & la loi *

Il en découle que A = (Z; *; T) est un anneau. puisque T est commutative, alors cet anneau est égale-
ment commutatif. De plus, d’aprés 2.c, T admet un élément neutre ( rappel : ¢’était 3), alors 'anneau
(Z; =; T) est unitaire. (unifere dans certaines littératures)

ne

4.a Intégrité de 'anneau A :1I suffit de montrer qu’il n'admet pas de diviseurs de "‘zéro". Par "‘zéro" de
I'anneau (Z; #; T), on entend bien le nombre 2 qui est I'élément neutre pour la premiére loi *. Soit
alors (a; b) € Z% tel que aTh = 0. Alors :
aTb=0z,+« <= ab-2a-2b+6=2
aTbh= 0z,+) = aTb=2a(b-2)-2b+4=0
aTb=0z,« = aTb=2a(b-2)-2b+4=0
aTbh= 0z;+) = ab-2)-2(b-2)=0
aTh=0g. < (a-2)(b—2)=0
aTb = O(Z;*) —a=2= O(Z;*) oub=2= O(Z;*)

4.b Le calcul de 4.a montre que I'anneau (Z; *; T) est bien intégre.

4.c A =(Z;*;T) estun anneau commutatif, unitaire et intégre. Pour qu’il soit un corps, il suffit de vérifier

I'inversibilité de ses éléments "non nuls"’, c’est a dire dans notre cas différents de 2 ( qui coincide
avec 04). Considérons un élément x de 'anneau A différent de 2. Alors, x est inversible équivaut a

lexistence d'un élémentyde A telque: xTy=yTx=2.0r:

xTy=2<—=xy—-2x-2y+6=3
xTy=2< (x-2)y=2x-3
Le fait que cette équation soit impossible pour x = 2 est naturel car x est censé étre différent de Oa
( qui est 2). Mais le probleme réside dans l'indivisibilité de 2x — 3 par x — 2 pour tout entier x. Pour
I'appréhender, il suffit de choisir une valeur particuliere de x ( x = —1 convient.) ou plus subtilement
écrire :

2x-3 2(x-2)+1 1

= = =2+

x-2 x-=2 x-2

pour étre convaicu a partir des équivalences :

estentier < x—-2=+1<—x=3o0ux=1

yestentier <

L'anneau A = (Z; *; T) ne saurait donc pas étre un corps.

4. Ce terme est regrettablement omis du programme et n'a pas fait objet d'une moindre tentative de traduction. Voir Partie :
analyse didactique



Exercice 3 : les nombres complexes

Partie 1

l.a.

1.8.

Un calcul simple aboutit a :

A=(-aB+iv3))*-8a*(1+iv3)

A=(-2-2iV3)a?

A=[(-D*+(iV3)* +2(-Div3]a®

A=[(-1+iV3)al?

On calcule le discriminant de I'équation proposée et I'obtient aisément exactement la valeur de
A obtenue a la question précédente. L'équation admet donc deux solutions complexes :

,_—b=0_B+iv3a-(-1+iv8a_
- 2a 4 -

puis
, —b+6 @+iv3)a+(-1+iv3)a 2a(l+iv3) a(l+iV3)
Z = = = =
2a 4 4 2
ou 6 désigne I'une quelconque des deux racines complexes de A.

Partie 2

1.

2.«

2.8

3.«

Soient 0, A et B les trois points d’affixes respectives :0, a et ae’”’3. Alors

OA=|al; OB= |aei”/3‘ =|al
Examinons la distance AB :

AB = |a_ aem/3| — |a(1 _ em/3)) — |aem/6(e—m/6 _ elﬂ/6)| — |2isin(n/6)e_l”/6 =lal

Ceci suffit pour affirmer que le triangle OAB est équilateral.

Notons d’abord que r~! est la rotation de méme centre que r et d’angle —%.Ils’ensuit que::
rlA) =4 —=a-z=e5a-2)

i A=Al = a=e5a-2+z

FUA) = A = ay = (D8 g4 (1),

un calcul similaire aboutit a :
r(B)=B) < a, = —_1*'2i‘/§a+ #

z

On montre facilement que les diagonales du quadrilatéere OA; M B, s’interceptent en leur milieu.
En effet,'ona:

1_;‘/§a+ 1+;‘/§z+ _“'2“/§a+ 1_;‘/52

d1+l’)1_ 4
2 2 2

C’est a dire
ZA, T 2B, _ Zm+ 20
22
Ce qui prouve bien que les segments [OM] et [A; B;] ont méme milieu. Par suite OA; M B est

un parallelogramme probablement aplati lorsque M coincide avec I'un des sommets A;, B; ou
'origine O. .

Par définition de A; et B;,I'ona:

al—z:e_%(a—z) etbl—z:eg(b—z)



l.a

1.b

par suite, puisqu’on peut diviser par z—a; etparz—a:

z—bh 3 e%(z—b)

- _z
2—a e 3(z—a)

2n

z—by e3(z—b) wmz—Db
= =e3

z—a z—a z—a

E 1 4= d :-1=¢",ons itque =75 d
nserappeantque.b— T . l—e,onsaperc501tqueb—e 3. donc
ae

—4 = e’s . Légalité demandée en découle.

3.6 En utilisant la remarque et 1'égalité de la question prédédente, on établit les équivalences suc-
cessives suivantes :

M, A; et By sont alzgnesc» bl eR

M, A; et By sont alignés < = —b x &0 e R

M, A et By sont alignés < arg(z b) +arg( )— 0[]

M, Ay et By sont alignés < (MA,MB) + (OA, OB) = 0[]

M, A, et By sont alignés<=M, A, B et O sont cocycliques.

Exercice 4 :Etude de fonctions.

Partie I

Sous entendu, toutes ces limites sont calculées lorsque x — 1 par valeurs superieures :

-1 . 1 m 1 Inx _
im = lim = lim —(—)"'=1=h(1)
x—1* xInx  x—1* yInx x—»1+ x x—1

donc h est bien continue 4 droite au point 1.

Considérons la fonction : ¢(x) = Inx — x + 1. la fonction ¢ est dérivable sur [1;+oco[ comme somme
de fonctions dérivables. De plus ¢'(x) = % —1 < 0 donc ¢ est strictement décroissante sur [1;+ool.
comme ¢(1) =0 alors

xzl=¢px)<p(l)=¢x)=<0

une méthode plus élégante consiste a remarquer que la fonction x — Inx est concave sur [1;+o0],
donc sa tangente en tout point est au-dessus de sa représentation graphique. Mais la tangente au
point d’abscisse 1 est exactement y = x — 1. Ce qui permet d’établir I'inégalité sans recours au calcul.
La dérivabilité de h sur ]1; +oo[ est évidente et 'on a Vx €]1; +oo[ :

xInx—(x-1)1+Inx)  ¢K)

h(x) = =
(xIn x)2 (xIn x)2

La question précédente montre que le numérateur est négatif tandis que (xInx)? > 0 Vx €]1;+ool.
Donc Vx> 1: h'(x) <0 et h est alors strictement décroissante sur ]1; +ool. Puisqu’elle est continue en
1 a droite, alors elle est strictement décroissante sur [1; +ool.



2.a Onrappelle que lim,_. ;o Inx = +o00 par suite limy— ;o ﬁ =0.donc

i . x—1 . 1 x-1
lim h(x)= lim = lim ——=0x1=0
X—>+00 x—+oo xlnx x—+oolnx x

Tableau de variations de h :

hix) \
0

2.b Comme h est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[, alors h définit une bijection de ] 1; +oo|
vers son image par h, ]0; 1].(Voir tableau de variations ou bien écrire : 2(]1; +oo[) =] limy_ 100 h(x); R(1)[=
10;1] , regle bien connue. )

Partie II.

l.a l'application t — est continue sur tout intervalle de la forme [x; x?] dés que x €]1; +oo[ donc la

_1
tint

2
fonction x — f; ﬁdt est bien définie sur ]1; +oo[ .Etl'on a:

2

o = (Int)’ @ )
/ —dt:f dt=[In|lnt|]]y; =(nlnx*-Inlnx) =In2lnx) -Inx=In2
x tint x Int

1.b Un calcul direct donne pour tout x dans ]1; +ool :

2

* L |
(x)—ln2:f dt—f —dt
& x Vilnt x tlnt

1

1
ﬁ]nt tint

g(x)—In2 =f
X

2\/;_1

dt
tint

g(x)—In2 =f
X

Aprés on procéde a un changement de variable simple en posant y = v/z. Ce qui donne :dy = 2’17%. il
s’ensuit que :

2
-1 x _1
vt dt:f 29—

X
—In2= d
§(x)~In j); tint Jx yyzlny

X y_
(x)—ln2:f 2 d
g JE y2ylny y
X y_l
(x)—ln2:f —d
8 vz ylny Y



—lzth d
g(x)—1In i dy

2.a Soit (x;1) € [1;+00[?. Alors: yX<t<x=h(x)<h(t) <h(y/x)carx=1=x=/x=1

2.b

Cela résulte de la décroissance de h sur [1; +ool.
Donc,

X X X
f mmmsf mnmsf h(vVx)dt
VX Ve v

dou:

(x—VX)h(x) < g(x) —In2 < (x — VX h(vx)

et c'est I'inégalité demandée.

Vx > 1, le taux de variation de g entre 1 et x s’'écrit : gW-gd) _ & (anz. Par suite, ce taux peut étre

x—1 x—1
encadré grace ala double inégalité de 2.a:

VX p(x) < EOTINZ L VI

x—-1

3)

En posant u = /%, le calcul des limites des membres extrémes de I'inégalité devient trés facile®. En
effet:

x—vVx . ut-u u(u—1)

lim = lim

=lim ———=1i =1/2
x—1* x—1 wu—1*u?2-1 u—1"(u-Dwu+1) u—1*u+1

D’autre part, limy_1 v/x = limy_+ y/x =lim,_1+ u = 1 et la fonction h est continue au point 1, donc

lim,_1 h(y/x) = 1. Ainsi le théoréme des limtes comparées permet de dire que : lim_.1+ gW-lnZ _ 1

x—1 2
Autrement dit, g est dérivable a droite au point 1 et g/, (1) =1/2.
1l suffit de remarquer que g(x) = (x — v/x) h(x) +1n2 et que
-1 2-1
lim (x—vx)h(x)+In2=In2+ lim (x—x) X =In2+ lim (v -uw) (u )
x—-+00 x—+00 xlnx u—-+oo 2ullnu
soit ) ) )
1-1/ -1@a-1/
lim (r—vDho)-In2= lim (u(u-1) 814y ez bad-lul)) u
X=+00 U—+00 2ullnu u—-+oo 2 Inu

Comme limy . ;oo 15, = +00 alors limy . o0 (X — v/X) 2(x) = +00, par suite lim,_. ; o, g(x) = +00

Pour le rapport g(x)/x, on réécrit la double inégalité : (3) avec certaines réadaptations :

X=X x)—In2 x—+/x
VE b < B9 < h(V/)
X X X
En remarquant que :
In2 xX—vx u—-u u?
lim — =0et que lim \/_: lim =lim— =1
x—+4+00 Xx X—+00 X u—+oo Y u

5. Ce changement est loin d’étre nécessaire. un calcul direct est possible



3.a

3.b

3.c

ajoutée a:
lim h(x)= lim h(vx)=0
X—+00 X—+00

On trouve aisément que :

lim @:
x—+oo X

0

Conclusion : La courbede g admet une branche parabolique dans la direction de I’axe des abscisses
au voisinage de l'infini.

1 . . . . e, (X1
i est manifestement continue zur 11; +oo[. Donclafonction ¢ : x — 5 Tt dt

est dérivable . De méme w : x — x et ¢ : x — x° sont dérivables sur |1;+oo[, donc g est aussi
dérivable sur ]1; +oco[ comme composée de fonctions dérivables sur ledit intervalle. En effet g s’écrit :
g=¢oy(x)—¢dow(x). Deplus,ona:

Lapplication t —

1 1 1 1
xInx?2  yxlnx 2lnyx xlnx

g'x) =y (¢ oy (x) -0 ()¢ ow(x) =2x

finalement :

vitl 1w

(4 —
g(x)_Zﬁlnx 2

D’aprés (4), g’ est positive sur ]1;+oo[ car :¥x > 1:4/x > 1 et h est positive sur ]1;+ool. Par suite g est
strictement croissante sur ]1;+oo[. Mais g est continue a droite au point 1 car elle y est dérivable a
droite en 1, donc g est strictement croissante sur [1; +ool. Voici un tableau récapitulatif des variations
deg:

tableau de variation de g

g(x)

Courbe représentative de g :°

6. Cette courbe a été réalisée a I'aide de Maple. Trouver ci-joint la procédure.



I.1

I.2

41—
3_
2_
1_
0||||||||||||||||||||
0 1 2 3 4
X
y=X
y=9(X)

Partie II1

I'application k :x — g(x) — x + 1 est dérivable sur I =]1;+o0o[ comme somme des deux fonctions
dérivables sur I (i.e g et 'application affine: x — —x+1.)

etl'ona: k'(x) = g'(x) — 1. Mais g'(x) = %h(\/}) donc Vx> 1: 0 < g'(x) < 1/2. (inégalité vraie aussi
pour x = 1). Il s’ensuit que Vx > 1: —1 < g’(x) < —1/2. On peut donc conclure que k est strictement
décroissante sur I = [1;+ool.

Récapitulons : k est une fonction continue et strictement monotone sur I = [1; +oo[ donc elle définit
une bijection de I vers J tel que J = k(I) =]limy_ ;o k(x); k(1)] =] —oo;In2]. En effet : d’aprés 1.c de la
partie II, g(x) — x —In2 < (x — v/x) h(x) — x donc

h(x) s 1+ln2]
NE b

Le membre de droite tend vers —oo lorsque x — +oo car limy_. 1, £(x) = 0 donc limy_. o k(x) = —co0.
Ce qui justifie les bornes de 'intervalle J.

k(x)=gx)—x+1<(x—vx)h(x) -x+In2+1 < x[h(x) -

k est une fonction continue sur l'intervalle I et 0 € J = k(I). Le théoreme des valeurs intermédiaires
garantit I'existence d’au moins un nombre a dans I tel que k(a) = 0. Comme k est bijective ( donc
injective) d’aprés la question précédente, alors a est unique.
kla)=0=gl@)-a+1=0<=gla)=a-1



II.1.a Soitla propriété Pn):VrneNI<u,<a

— Initialisation :P(0) est vérifiée selon la définition de 1
— Hérédité : Supposons P(n) vérifiée et montrons qu’il en est de méme pour P(n+1).
Pn)=1<su,<a
P(n)= g() < g(u,) < gla) (car g est croissante)
P(n)=In2=<g(u,) <gla)
Pn)=1+n2=<1+g(uy) <1+ga)

Pn)=1<1+In2<up1<a carl+gl@)=a

II.1.b La monotonie de (1), s'obtient comme d’habitude en étudiant le signe de u,+; — u, qui vaut :
Ups1— Un =1+ g(uy) — uy = k(uy). Or u, < a etk est décroissante sur I donc k(u,) > k(a) autrement
dit k(uy) > 0 par définition de a. Ceci prouve que (u;) =0 €st strictement croissante.

II.1.c On utilise le critere usuel de convergence : Toute suite croissante et majorée est convergente. C’est le
cas ici puisque, d’'une part u, < a, d’autre part (1), est croissante d’aprés la question précédente.
Notons / la limite de la suite (i) .

Comme l'application k est continue sur I = [1; +o0[ et k(u,) est bien définie pour tout entier n tout en
vérifiant ® : u,4+1—u, = k(uy,) alors par passage a lalimite dans ®, on obtient: -1 = k(I) c-a-d k(1) =0
avec [ € I. Mais 'unique solution de I’équation k(x) = 0 dans I est «, par suite : lim;_. . U, = @.

I1.2.a Nous rappelons que Vx> 1 k'(x) = g'(x) — 1 et comme 0 < g'(x) < 1/2 alors -1 < k/(x) < —%. D’autre
part, k étant continue sur tout intervalle de la forme [u,; a], derivable sur |u,; a[, le théoreme des
accroissements finis assure I’existence d’au moins un nombre 8, dans Ju,; | tel que :

k(up) = k(uy) — k(a) = k/(en)(un -a)

I suffit maintenant de remarquer que :

Upt1 — Up = k(Up) = Upy1 — @ — (Up — @) = k(uy) — k(a)
SOit: Upy1 —Un=k(Uy) = Upt1—a=K'©O,) (u,—a)+u,—«a
Ups1—Un=k(Up) = upr1—a = (k/(en) + 1 (uy —a)

MaisVx>1: -1<k'(x)<-1=0<k'(0,)+1=1 (i.e |K'(0,)+1]|=<1/2)donc

1
VneN: |un+1—a|s§|un—a|

I1.2.b Notons Q(n) la propriété:vVne N:|u, —al < (%)” |ug — al
— Initalisation : Q(0) équivaut a dire |uy — a| < (1/ 2)%up - al. Inégalité évidente .

— Hérédité : Supposons Q(n) vérifiée pour un certain entier n = 0. Alors :

Qn) = lu,—al< 1/2)" luy— al

donc

{ Q(n)

1 11
= lup—als-lup—als-(=)"lup—«a
o1 — ] <} |1ty — } ltn1 —al 2| n—al 2(2) lup — al

Autrement dit |u,4; —al < (%)”Jrl |ug — al. La propriété est donc vraie pour n + 1, d’ou le résultat.
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II.2.c -1 < % < 1 donc limn_,+oo(%)” = 0 par suite limn_,oo(%)"l |ug — a| = 0. Par le théoreme des limites

comparées, on obtient :

lim u,=«a
n—+oo

Abou Manal
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