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Problème : 

Soit 𝑓𝑓 la fonction définie par :  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2
𝜋𝜋

arctan � 1
√2−𝑥𝑥

� 

1) Déterminer 𝐷𝐷𝐷𝐷 le domaine de définition de 𝑓𝑓 
2) Calculer les limites de 𝑓𝑓 aux bornes de 𝐷𝐷𝐷𝐷 , interpréter graphiquement les résultats. 

3) Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝐷𝐷 ∶ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 1
𝜋𝜋(3−𝑥𝑥)√2−𝑥𝑥

  , puis dresser le tableau de variations 

de 𝑓𝑓  . 

4) Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝐷𝐷 ∶ 𝑓𝑓"(𝑥𝑥) = 7−3𝑥𝑥
2𝜋𝜋�(2−𝑥𝑥)3(3−𝑥𝑥)2

 , puis dresser le tableau de 

concavité de ( C𝑓𝑓). 
5) Construire ( 𝐶𝐶𝐶𝐶). 
6) Montrer que 𝑓𝑓 est une bijection de 𝐼𝐼 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 vers un intervalle 𝐽𝐽 à déterminer. 
7) Déterminer l’expression de 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) pour 𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽  , puis construire  ( 𝐶𝐶𝑓𝑓−1) dans le même 

repère.  
8) Montrer que :  (∃𝑘𝑘 ∈ ]0; 1[ )  (∀𝑥𝑥 ∈ ]0; 1[ )         0 < 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 𝑘𝑘 . 
9) Montrer que (∃!𝛼𝛼 ∈ ]0; 1[ )  ∶ 𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 𝛼𝛼. 

10) On considère la suite  (𝑈𝑈𝑛𝑛)  définie par : � 𝑈𝑈0 = 1
4

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑛𝑛)   ,   ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼
 

A- Montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼  ∶ 0 <  𝑈𝑈𝑛𝑛 < 1. 
B- Montrer que :  ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼 ∶  |𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 𝛼𝛼| < 𝑘𝑘|𝑈𝑈𝑛𝑛 − 𝛼𝛼| . 
C- Déduire que :  lim  𝑈𝑈𝑛𝑛 =  . 

 
 
 
Exercice :  

On considère les deux suites (𝑈𝑈𝑛𝑛) 𝑒𝑒𝑒𝑒  (𝑉𝑉𝑛𝑛)  telles que : �

𝑈𝑈0 = 1 ;𝑉𝑉0 = 3
2

𝑈𝑈𝑛𝑛+1
= 1

𝑈𝑈𝑛𝑛
+ 1

𝑉𝑉𝑛𝑛
2𝑉𝑉𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑛𝑛

 

1) Montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼  ∶ 0 <  𝑈𝑈𝑛𝑛 < 𝑉𝑉𝑛𝑛. 
2) Montrer que : (𝑈𝑈𝑛𝑛)  est croissante  et (𝑉𝑉𝑛𝑛) est décroissante. 

3) Montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼  ∶ 0 <  𝑉𝑉𝑛𝑛 − 𝑈𝑈𝑛𝑛 ≤
𝑉𝑉0−𝑈𝑈0
2𝑛𝑛

 . 

4) En déduire que (𝑈𝑈𝑛𝑛) 𝑒𝑒𝑒𝑒  (𝑉𝑉𝑛𝑛)  sont convergentes et qu’elles ont la même limite 𝑙𝑙 ≥ 0  . 
5) On pose la suite (𝑊𝑊𝑛𝑛) définie par : 𝑊𝑊𝑛𝑛 = �𝑈𝑈𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛  .   Montrer que (𝑊𝑊𝑛𝑛) est constante. 

6) Déduire que : 𝑙𝑙 = √3 . 
 
 

 
 

                                                                                                                             Bon courage ! 

𝛼𝛼




