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  :ا�
	��� ا�ول 
)في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  , , , )o i j k
�� �

,2,0)النقط لدينا   1)A   B(2,4,2) و −

) و الفلكة C(3,3,3)و  )S  2:  التي معادلتها الديكارتية هي 2 2 4 4 8 20 0x y z x y z+ + − − − + =  

) هي النقطة (S)بين ان مركز الفلكة ن )  1   )2,2,4Ω 2 أن شعاعها يساوي  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

( , , ) ( ) 4 4 8 20 0

                           ( 4 ) ( 4 ) ( 8 ) 20 0

                           ( 4 4) 4 ( 4 4) 4 ( 8 16)16 20 0

                           ( 2) (

M x y z S x y z x y z

x x y y z z

x x y y z z

x y

∀ ∈ ⇔ + + − − − + =
⇔ − + − + − + =
⇔ − + − + − + − + − + − + =
⇔ − + − 2 2 22) ( 4) 2z+ − =

 

) هي النقطة (S)مركز الفلكة  إذن  )2,2,4Ω 2  و شعاعهاR=.  

)بين أن معادلة  ديكارتية للمستوى ن  )2  )P 1:  هي 0x y z− + − =  
)    معادلة المستوى  )P 0تكتب على الشكلax by cz d+ + + ) حيث = , , )n a b c

�
  . متجهة منظمية عليه

,1) إذن C(3,3,3)و B(2,4,2)     لدينا  1,1)BC −
����

  

)    لدينا المستوى  )P عمودي على المستقيم (BC)1) إذن المتجهة, 1,1)BC −
����

) منظمية على  )P  
)   ومنه فان معادلة  )P  0هيx y z d− + + =  

)  لدينا المستوى  )P 2,0)يمر من النقطة, 1)A 2إذن − 0 ( 1) 0d− + − + 1d أي = = −  
)معادلة  ديكارتية للمستوى   إذن  )P1: ي  ه 0x y z− + − =.  

)بين أن المستوى ن – أ  ) 3 )P يقطع الفلكة ( )S وفق دائرة ( )Γ 1 شعاعها يساوي.  

)معادلة  ديكارتية للمستوى لدينا  )P 1:  هي 0x y z− + − ) هي النقطة (S)مركز الفلكة و = )2,2,4Ω  

 لدينا 
2 2 2

2 2 4 1 3
( , ( )) 3

31 ( 1) 1
d P

− + −
Ω = = =

+ − +
 R = 2ولدينا               

)بما أن   , ( ))d P RΩ )المستوى  إذن ≻ )P يقطع الفلكة ( )Sة  وفق دائر( )Γشعاعها r  حيث :  

                                2 2 2 22 3 4 3 1r R d= − = − = − =  
) للمستقيم احدد تمثيلا بارا متري ن-   ب ) و العمودي على Ω المار من ∆( )P.  
)معادلة  ديكارتية للمستوى  لدينا )P 1:  هي 0x y z− + − ,1) إذن = 1,1)n −�

  . متجهة منظمية عليه
)لدينا المستقيم  )عمودي على  ∆( )P 1)إذن, 1,1)n −�

) مللمستقي موجهة  )∆.  

)متري للمستقيم راإذن التمثيل البا )المار من النقطة∆( )2,2,4Ω 1) و الموجه بالمتجهة, 1,1)n −�
  : هو

                    

2

2

4

x t

y t

z t

= +
 = −
 = +

 

)مركز الدائرة ωوث إحداثيات النقطة حدد مثلن -       ج )Γ.  
ω مركز الدائرة( )Γ هي تقاطع( )و∆( )P. 

{ } ( ) ( ) ( )  ( )

2

                         (1) :   1 0    (2) : y=2-t

4

P P و

x t

x y z و

z t

ω ω ω= ∆ ∩ ⇔ ∈ ∈ ∆

= +
⇔ − + − = 
 = +

 


ض ��)1(�� )  2( ��� ����   :
(2 ) (2 )(2 ) (2 ) (4 ) 1 0 

1 

t t t t t

t ����������������������

+ − − + − − + + − =
= −
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  نحصل على   ) 2( في  t = -1نعوض قيمة 

                                            

2 ( 1) 1

2 ( 1) 3

4 ( 1) 3

x

y

z

= + − =
 = − − =
 = + − =

  .ω(1,3,3) إذن                 

  :ا�
	��� ا����
  ).ن البيد قات باللمسلا يمكن التمييز بي(  سوداء ت بيضاء و أربع بيد قات     يحتوي كيس على ثلاث بيد قا

     .نسحب عشوائيا وفي آن واحد ثلاث بيد قات من الكيس   

3      لدينا 
7( ) 35card CΩ = =  

)أي "الحصول على بيدقتين بالضبط لونهما أبيض   " Aالحدث ) 1 ), ,B B N  

2      لدينا   1
3 4( ) 12card A C C= ⋅      إذن =

( ) 12
( )

( ) 35

card A
p A

card
= =

Ω
  

)اي ". من نفس اللون تالحصول على ثلاث بيد قا " Bالحدث ) 2 ) ( ), , , أو   ,B B B N N N  

   3 3
3 4( ) 1 4 5card B C C= + = +     إذن =

( ) 5 1
( )

( ) 35 7

card B
P B

card
= = =

Ω
  

  "الحصول على بيدقة بيضاء على الأقل  " Cالحدث) 3

  ) الثلاث المسحوبة سوداءتالبيد قا(يعني " عدم الحصول على أية بيدقة بيضاء "Cالحدث المضاد 

3لدينا 
4( ) 4card C C= :  إذن =

( ) 4
( )

( ) 35

card C
P C

card
= =

Ω
  :  إذن 

                                                            

( ) 1 ( )

4
        1

35
31

        
35

p C p C= −

= −

=

   

  :ا�
	��� ا�����

) لتكن    )nu 0:    المتتالية المعرفة بما يلي 2u 1 و =

1
( 4 1)

5n nu u n+ = −   .ℕمن  n لكل −

1nنضع      nv u n= +   .ℕ من nلكل  −

)بين أن ن ) 1    )nv متتالية هندسية أساسها 
1

5
.  

                                                         

1 1:     ( 1) 1

1
                       ( 4 1)

5
1

                       ( 4 1 5)
5
1

                       ( 1)
5
1

                       
5

n n

n

n

n

n

n v u n

u n n

u n n

u n

v

+ +∀ ∈ = + + −

= − − +

= − − +

= + −

=

ℕ

  

)    ادن  )nvسية أساسها  متتالية هند
1

5
q =  

   .n بدلالة nvحسب  ن–أ  ) 2  

)لدينا  )nv متتالية هندسية أساسها 
1

5
q 0 وحدها الأول = 0 0 1 2 1 1v u= + − = − 0إذن =

n
nv v q=  أي ⋅

1

5

n

nv
 =  
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limب احس ثم n بدلالة nuج ا استنت-ب n
x

u
→+∞

.  

1nلدينا   nv u n= + 1n إذن − nu v n= − ومنه فان . +
1

1
5

n

nu n
 = − + 
 

  

لدينا  
1

1 1
5

− ≺   إذن ≻
1

lim 0
5

n

x→+∞

  = 
 

)و لدينا  )lim 1
x

n
→+∞

− + = limإذن ∞− n
x

u
→+∞

= −∞  

    
3 ( 0 1 ..............n nT v v v= + + 0 و + 1 .............n nS u u u= + + +  

: بين أن ن    
1 1

5
4 5n n

T
 = − 
 

  

                    

0 1

1

0

1

1

1

1

..............

1
   

1

1
1

5
   1

1
1

5

5 1
   1

4 5

1 1
   5 5

4 5

1 1
   5 5

4 5

1 1
   5

4 5

n n

n

n

n

n

n

n

T v v v

q
v

q

+

+

+

+

+

= + + +

−= ⋅
−

 −  
 = ⋅
−

  = −     

  = −     

 = − ⋅ 
 

 = − 
   

نبن أن 
( 1)( 2)

2n n

n n
S T

+ −= −  

1nلدينا  nu v n= −   : اذن +

                

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )( )

0 1

0 1 2

0 1

.............

   ( 1) 0 1 ................ ( 1)

   .............. ( 1) 0 1 2 ............. ( 1)

( 1) ( 1) 1
   

2
1 2

   
2

n n

n

n

n

n

S u u u

v v v v n

v v v n

n n
T

n n
T

= + + +
= − − + − + − + + − −

= + + + − − + + + + + −

− + − +
= −

+ −
= −

  

  :  ا�
	��� ا��ا��

 : تحقق من أنن )1
2( 2 2 ) 2 4 2i i+ = − +  

                                                     

( )2 22( 2 2 ) 2 2 2 2 2

                2 4 2 4

                2 4 2

i i i

i

i

+ = + ⋅ +

= + −

= − +

  

                                                    

  م ���ري: ا����ذ 
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2:  المعادلة ℂحل في مجموعة الأعداد العقدية ن) 2 ( 2 2) 2 2 2 0z z i− + + + − =  

   لدينا مميز المعادلة هو 

                         

( ) ( )2

2

2 2 4 2 2 2

  2 4 2 4 8 4 2 4 2

  2 4 2

  ( 2 2 )

i

i

i

i

 ∆ = − + − + −
 

= + + − − +

= − +

= +

  

  

  

: إذن ��� ا����د�� ه��
( )

1

2 2 2 2
1

2

i
z i

+ − +
= =  و −

( )
2

2 2 2 2
2 1 2

2

i
z i

+ + +
= = + +  

1 العددين العقديين لدينا)3 1z i= 2 و − 1 2z i= + + .   

   .1zحدد الشكل المثلثي للعدد العقدي ن –أ 

 �#$%�1 1 2z i= − :    إذن =

1

2 2
z 1 2 2 cos sin 2 cos sin

2 2 4 4 4 4
i i i i

π π π π        = − = − = + = − + −                 
  

1: بين أن ن –ب  2 2. 2z z z= )  2z 2 هو مرافق العددz. (  
  :لدينا 

                                                                           

( ) ( )

( )

1 2

2

1 1 2

        1 2 2 1

        2 2 2

        2 2 1

        2

z z i i

i i i

i

i

z

⋅ = − + +

= + + − − +

= + −

= + −

=

  

] :  ا)'#'�ج ]1 2arg( ) 2arg( ) 0 2z z π+ ≡  

  �#$%�1 2 2. 2z z z= اذن  :( ) ( )[ ]1 2 2arg . arg 2 2z z z π≡  أي ( ) ( )[ ]1 2 2arg( ) arg( ) arg 2 arg 2z z z π+ ≡ +  

)و*�� أن  ) ( )[ ]2 2arg arg 2z z π≡ )  و   − ) [ ]arg 2 0 2π≡ ن��    [ ]1 2arg( ) 2arg( ) 0 2z z π+ ≡  

  2zحدد عمدة للعدد ن –ج 

]لدينا  ]1 2arg( ) 2arg( ) 0 2z z π+ )        و ≡ ) [ ]1arg 2
4

z
π π≡ ) إذن − ) [ ]2arg 2

8
z

π π≡ −  

 �����:  

I  (لدينا g الدالة العددية المعرفة على ]    : بما يلي ∞+,0]
1

( ) 2lng x x x
x

= − −.    

بين أن ن) 1
2

2

( 1)
'( )

x
g x

x

[ من x لكل =− [على gستنتج منحى تغيرات الدالة  ثم ن∞+,0] [0,+∞.  
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] [

( )

2

2

2

2

2

2

1
0, :      '( ) 1 2ln

1 1
                                   1 2

1 2
                                   

1
                                   

x g x x
x

xx

x x

x

x

x

∀ ∈ +∞ = + −

= + − ⋅

+ −=

−
=

    

[ من x لكل �%$#�     [0,+∞  ( )2
1 0 x − 2 و ≤ 0x ≻.  

[إذن  [ ( )0, :   ' 0x g x∀ ∈ +∞ [.-ا$%$� ��� ا��,�ل g و*��'��� ��ن ا�%ا�� ≤ [0,+∞  

[تزايدية على المجال �g%$#� ا�%ا��  )2 [و �0
/� ��� ا��,�ل ∞+,0] إذن                           0,1[

] ]0,1 0 1 ( ) (1)x x g x g∀ ∈ ⇒ ≤ ⇒ ≤≺  

(1)*�� أن  0g ) ��ن = ) 0g x ≤ �1�x 23 ا��,�ل ] ]0,1   

]تزايدية على المجال g      �%$#� ا�%ا��  ] إذن ∞+,1] [1, 1 (1) ( )x x g g x∀ ∈ +∞ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

(1) بما أن  0g )��ن = ) 0g x ≥ �1� x23 ا��,�ل [ [1,+∞  

II( الدالة العددية f المعرفة على ] 21: بما يلي ∞+,0]
( ) (ln ) 2f x x x

x
= + − −    

بين أن ن –أ  )1
2(ln )

lim
x

x

x→+∞
t يمكن وضع  ( x= ( حسب ثم نlim ( )

x
f x

→+∞
 

tنضع  x= 2 إذنx t= عندما    x → t فان ∞+ → +∞  

  لدينا
( ) ( ) ( )

22 22 2

2 2

lnln 2ln ln
4

tx t t

x t t t
 = = =  
 

  

 �#$%�
ln

lim 0
t

t

t→+∞
إذن =

( )2 2ln ln
lim lim 4 0
x t

x t

x t→+∞ →+∞

 = = 
 

  

                             ( ) ( ) ( )2
2

2

ln1 1 2
ln 2 1

x
f x x x x

x x x x

 
= + − − = + − − 

 
 

  

لدينا 
( )2

2

ln1 2
lim lim  و 0 lim و  0 0
x x x

x

x xx→+∞ →+∞ →+∞
= = ) إذن = )lim

x
f x

→+∞
= +∞  

: تحقق من أن ن –        ب 
1

( ) ( )f f x
x

[ من x لكل = [0,+∞.  

[ من xلكل     لدينا  ∞+,0]

                                                                  ( )

( )

2

2

2

1 1 1 1
ln 2

1

1
          ln 2

1
          ln 2

          ( )

f
x x x

x

x x
x

x x
x
f x

    = + − −    
    

= + − − −

= + − −

=
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1  

حسب ن –    ج 
0

0

lim ( )
x
x

f x
→
≻

  

نضع 
1

t
x

0x إذن عندما = tفان →+ → و منه فان ∞+
0 0

0 0

1
lim ( ) lim lim ( )
x x t
x x

f x f f t
x→ → →+∞

 = = = +∞ 
 

≻ ≻

  

)إذن المنحنى  )C 0يقبل مقاربا رأسي معادلتهx =  
)بين أن ن – -د )C يقبل فرعا شلجميا اتجاهه المقارب هو المستقيم الذي معادلته هي  :y x=  

)لدينا   )lim
x

f x
→+∞

= )    و∞+ ) ( )2

2

ln1 2
lim lim 1 1
x x

x
f x

x x x→+∞ →+∞

 
= + − − = 

 
 

  

  ( ) 21
lim lim (ln ) 2
x x

f x x x
x→+∞ →+∞

− = − − = ) إذن ∞− )Cيقبل فرعا شلجميا اتجاهه المقارب هو المستقيم الذي معادلته   

y:  هي  x=  

:    بين أن  )2
( )

'( )
g x

f x
x

[ من x لكل = [0,+∞  

                                                              

( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2

1
' 1 2 ln ln '

1 1
         1 2 ln

1 1
         2 ln

         

f x x x
x

x
x x

x x
x x

g x

x

= − −

= − − ⋅

 = − − 
 

=

  

)إشارة  )'f xهي إشارة( )g x  

  f جدول تغيرات الدالة 
   

0                           1                                                                           +∞          x  

    -  φφφφ                    +      ( )'f x  

    +∞                                                                                               +∞   
 
 
 
                           0 

    ( )f x   

  
  
  

  ا��#�#�) 3
                                           
                                                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  م ���ري: ا����ذ 
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:بين أن الدالة ن -أ  )  4 lnG x x x− دالة أصلية للدالة : lng x x→ على ] [0,+∞  

  لدينا

                                             

] [ ( ) ( )0, :   ' ' ln ln ' 1

1
                                 ln 1

                                 ln 1 1

                                 ln

x G x x x x x

x x
x

x

x

∀ ∈ +∞ = + −

= + ⋅ −

= + −
=

 

    .gدالة أصلية للدالة    G الدالة إذن

2: بين أن نباستعمال مكاملة بالأجزاء ،   - ب

1
(ln ) 2

e
x dx e= −∫   

  نضع 
( ) ( )
( )

2
ln

' 1

u x x

v x

 =


=
             إذن             

( )

( )

ln
' 2

x
u x

x
v x x

 =

 =

  

  إذن

                                     

( ) ( )

( )

( ) [ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
2

1 11

2

11

2

11

2 2

ln
ln ln 2  

                 ln 2 ln  

                 ln 2 ln

                 ln 1 ln1 2 ln 1ln1 1

                 2

ee e

e e

e e

x
x dx x x x dx

x

x x x dx

x x x x x

e e e e e

e

 = − ⋅
 

 = −
 

 = − −
 

= − − − − −

= −

∫ ∫

∫

  

)مساحة حيز المستوى المحصور  –   ج  )C 1:  و محور الأفاصيل و المستقيمين  اللذين معادلتاهماx x و = e=  

] دالة موجبة و متصلة على المجال f نا لدي         ]1,eإذن المساحة المطلوبة هي   

    

                                    

( )

( )

( )

2

1 1

2

1 1

2

1

2

2

1
 (ln ) 2  dx

1
                 2  dx ln  dx

                 ln 2 2
2

1
                 ln 2 ln1 2 2

2 2

                 1
2

e e

e e

e

A f x dx x x
x

x x
x

x
x x e

e
e e e

e

 = = + − − 
 

 = + − − 
 

 
= + − − − 
 

   = + − − + − − +   
  

= + −

∫ ∫

∫ ∫

2

1
2 2 2

2
9

                 3
2 2

e e

e
e

− + − +

= − +

 

 إذن
2 9

3 e
2 2

e
A = −   بوحدة قياس المساحة +

   
 
  


