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~§ [ Maitriser les techniques d’opérations sur les dif- [ Comparer deux structures algébriques transposer
% férentes structures usuelles ; une structure algébrique d’un ensemble a un ﬂ
% A Utiliser les structures des ensembles usuels pour autre en utilisant la notion d’homomorphisme et 8
8 étudier les structures d’autres ensembles ; d’isomorphisme. E
8 =
; :
§ 1 On se limitera a I’ensemble des fonctions définies (1 On insistera sur le sous-groupe et le sous-espace g
(«)] sur un intervalle ; ’ensemble des polynomes de vectoriel dans leur relation avec les groupes et les
:g degré n ; l'ensemble des matrices carrées ; les espaces vectoriels usuels ;
§ ensembles 7./n’ et les divers ensembles de trans- [ On traitera plusieurs modéles d’opérations sur dif-
(@] formations munis de la composition des transfor- férents ensembles du programme (les nombres ; les
mations ; transformations ; les matrices ; les applications ;
[ Oninsistera sur les opérations fondamentales dans Z/nZ ; Uy ..);
’ensemble des matrices carrées ; (' On traitera la structure de (M, +, X) ; et la struc-
[ On présentera les différentes définitions illustrées ture de (M, +,.) pour n = 2 et pour n = 3

par des exemples usuels ;

S
i)
©
g
o
@
S
®
£
o
=

Prof




(/)]
)
= |
C
=
©
£
‘0
=
]
(1]
=
»
i)
(3)
[
2
(8]
(7))
(8)
o
m
)
£
4l
™3
-
)
(m]

Prof : Mohamed iaalou

Chapter 1 Lois de composition interne - Morphisme

D

1.1 Lois de composition interne

1.1.1 Définition et exemples

P Définition 1.1

Soit E/ un ensemble non vide. Une loi de composition interne sur £ (ou encore une opération dans F) est une

application de £ x E dans E.

\_

Soient f une application de ' x E vers E, avec E un ensemble non vide et (a,b) € E?.

o L’élément f(a, b) est appelé le composé ou la composée de a et b dans cet ordre dans F, on le note souvent

axb,alb,alb....

o Si« est une loi de composition interne sur un ensemble E, on dit que £ est muni de la loi x et on écrit (£, *).

L’ensemble (E, *). est appelé un magma.

Exemples usuels

1.
2.

10.
11.
NB:

Dans N, Z, R ou C, I’addition et la multiplication sont des lois de composition interne.
Dans N, la soustraction n’est pas une loi interne, mais elle I’est dans Z. La division dans R n’est pas une loi

interne mais la division dans R* I’est.

3. Dans N*, I’exponentiation ab, 1e PGCD ou le PPCM sont des lois internes.

. Si E est un ensemble, on a sur & (E) les lois de composition internes suivantes:

o Lintersection: (A, B) — AN B

o Laréunion: (A,B) - AUB

o Ladifférence : (A, B) — A\B.

o La différence symétrique : (A; B) — AAB.

. L’addition et la multiplication sur Z /nZ (voir le chapitre : Arithmétique dans Z) sont des lois de composition

interne sur Z/nZ.

. Soit .#(I;R) I’ensemble des fonctions réelles définies sur un intervalle 7. L’addition et la multiplication

sont des lois de composition interne sur .% (I; R)

. Pour I = R, la composition o est une loi de composition interne sur .%# (R; R)
. Si E est un ensemble non vide, la composition des applications de E dans E est une loi interne dans E¥ .

. Le produit scalaire dans le plan vectoriel Vs n’est pas une loi de composition interne car 4.7 € R, et donc

U7 ¢ Vo
Le produit vectoriel dans 1’espace des vecteurs Vs est une loi de composition interne.
L’ensemble (7, o) des translations du plan est un magma. (t7 otz = tgz.z)

La liste précédente est tres loin d’étre exhaustive.
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1.1 Lois de composition interne

1.1.2 Ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels

P Définition 1.2

a ¢
Tout tableau de la forme ou a, b, c et d sont des réels est appelé matrice carrée d’ordre 2.
d
L’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels est noté .#>(R).
o a ¢ A
On écrit : #>(R) = ,(a,b,c,d) eR
b d

1.1.2.1 D’addition et la multiplication dans .7, (R)

On définit sur .#>(R) la somme et le produit de deux matrices comme suit :

. a c Tz .
Soient M = et N = deux matrices de .Z>(R).

b d y ot

o Somme de deux matrices;
a c T z at+x c+z

M+ N = + =

b d y t b+y d+t

o le produit de deux matrices :
a ¢ T oz ar +cy az-+ct
b d y t br +dy bz+dt

L’ addition et la multiplication matricielles sont des lois de composition interne sur .Z>(R).

5 1 2 0
Soient A = etB = deux matrices de .Z>(R).
3 4 3

-2
o Calculons A + B :
51+20_5+21+0_71
3 =2 4 3 3+4 —-243 7 1
o Calculons A x BetBx A
5 1 2 0} 5x2+1x4 5x0+1x3 B 14 3
3 -2 4 3 3x24+(—2)x4 3x0+(-2)x3 -2 —6
2 0 5 1 10 2
De la méme fagon: B x A = =
4 3 3 =2 29 -2

1.1.3 Ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.

P Définition 1.3

On appelle matrice carrée d’ordre 3, tout tableau de nombres réels de la forme :
ai1 a2 a13
as] a2 ag3 ol Aij € R,VZ,] & {]., 2, 3}

agy asz ass
Chaque coefficient a;; se trouve a I'intersection de la ¢ ligne et la j™¢ colonne .

MATHEMATIQUES
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1.2 Partie stable pour une L.C.I - loi induite

P Définition 1.3

L’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 est noté .Z3(R)

1.1.3.1 D’addition et la multiplication dans .Z;(R)

On définit sur .#Z5(RR) 1la somme et le produit de deux matrices par :

a1 a2 a3 bir b2 b3
Soient M = | a9y age a3 | €6 N = | bay bas Do
az1 agz as3 bs1 b3z b33

o Somme de deux matrices :

deux matrices de M3(R)

bir b2 b3

az3 | + | bar baa bo3

ail aiz a3
M+ N =|ayn azx
aszr a32 as3
ain +bi1 a2 + b2
= | a21 + b2 ag2 + b
az1 + b1 asz2 + ba1
o Produit de deux matrices :
ail aiz a3 b1 bz b3
M XN = |[an axp a3| X |ba b b
az; asz ass b31 b3z b33

L’addition et la multiplication matricielles sont des lois de composition interne sur .Z3(R).

Remarque

€11 €12 (13

€31 C32 (33

exemples
1

3 2 -1 1 -2 0 4 0

o 2 0O 1|+]-2 5 -1]=10 5 0

-1 -2 1 -4 0 3 -5 -2 4

1 1 2 -1 1 -2 2 7 -1

o | 2 -1 1|XxX]1 2 —-1|=1-2 2 =2
-1 1 1 1 2 1 3 3 2

a11b11 + a12b21 + a13b31  a11b12 + a12b22 + a13b32
= | a21b11 + a22b21 + a23b31  a21b12 + azabao + az3b32

az1b11 + azaba1 + aszbzr  aszibiz + azabaz + aszbz

b31 b3z b33

a13 + b1
a3 + baz

ass + b33

SiM XN =|cy co2 co3]|.alors Cij = Q431 X blj + ajo X sz + a3 X b3j

a11b13 + a12b23 + a13b33
a21b13 + az2b23 + az3b33

agz1b13 + azabaz + asszbss
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1.2 Partie stable pour une L.C.I - loi induite -5-

1.2 Partie stable pour une L.C.I - loi induite

1.2.1 Partie stable
e Définition 1.4 N

Soit (E, %) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne et S une partie de E.

On dit que S est une partie stable (E, %) si V(z,y) € S2,z*xy € S.

\ , , Y,

o Dans Z , I’ensemble des nombres pairs est stable pour 1’addition (la somme de deux nombres pairs est un
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nombre pair) ou pour la multiplication (le produit de deux nombres pairs est un nombre pair)

o Dans Z,, I’ensemble des nombres impairs est stable pour la multiplication (le produit de deux nombres

(/)]
)
= |
C
=
©
£
‘0
=
]
(1]
=
»
i)
(3)
[
2
(8]
(7))
(8)
o
m
)
£
4l
™3
-
)
(m]

impairs est un nombre impair) mais n’est pas stable pour I’addition (la somme de deux nombres impairs n’est
pas un nombre impair).

o Dans E¥, I’ensemble des injections, ’ensemble des surjections et I’ensemble des bijections sont stables
pour o (la composée de deux injections (resp. deux surjections, deux bijections) est une injection (resp. une
surjection, une bijection)).

o Dans C, I’ensemble U des nombres complexes de module 1 est stable pour la multiplication (un produit de

deux nombres complexes de module 1 est un nombre complexe de module 1 .
a —b

o I'ensemble : £ = ¢ M(a,b) = ) /(a,b) € R? } est une partie stable dans (.#2(R), x)
a
. a —b c —d
En effet : Soient A = et B= deux éléments de E. On a:
b a d ¢
axB-|® —b o € —d _ ac—bd —(bc+ ad)
b a d ¢ bc+ ad ac — bd

Donc M (a,b) x M(c,d) = M(ac —bd,bc+ ad) € E

1.2.2 Loi induite

e Définition 1.5 ~

=

% Soient E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne *. Soit F' une partie non vide de E stable
S pour *

5 . FxF — F R

£ L application est appelée loi induite par * sur F.

< (x,y) — zxy

L

()} \ )
=

=

o

=

o

o la multiplication dans Z induit une loi sur I’ensemble {1; —1}

o la multiplication dans R induit une loi sur I’intervalle |0, +o0[




1.3 Propriétés usuelles d’une loi de composition interne -6-

1.3 Propriétés usuelles d’une loi de composition interne

1.3.1 Commutativité
e Définition 1.6 N

Soit x une loi interne sur un ensemble E.

On dit que la loi % est commutative dans ' si, V(z,y) € B2 : 2%y = yxx
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1.3.2 Associativité
P Définition 1.7 ~

Soit %« une loi interne sur un ensemble E.
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On dit que la loi  est associative dans F si V(x,y,2) € B3 : (zxy) 2z = x % (y * 2)

\_ y

o L’addition et la multiplication sont commutatives et associatives dans Z. Mais ce n’est pas le cas pour la

soustraction.
o La composition des applications dans F (X, X) est associative, mais elle n’est pas commutative (trouver un
contre-exemple).
o Soit n € N*, on définit la somme et le produit dans Z/nZ par :
Va,bc Z/nZ :at+b=a+betaxb=axb
Les lois + et x sont commutatives et associatives dans Z/nZ.
o I’addition est associative et commutative dans (.#2(R), +) et dans (.#3(R), +).
o la multiplication est associative dans (.#Z5(R), x) et dans (.#3(R), x ), mais elle n’est pas commutative.
Eneffet51x20:143et20x51:102
3 -2 4 3 -2 —6 4 3 3 -2 29 -2
o Soient 7 I’ensemble des translations du plan, R 1’ensemble des rotations de centre () et H 1’ensemble

des homothéties de centre (2.

Les ensembles (7, 0), (Rq, o) et (Hq, o) sont des magmas associatifs commutatifs.

1.3.3 Distributivité
P Définition 1.8 ~

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes x et T.

o On dit que T est distributive & gauche sur x si : V(x,,2) € E3, 2T (y*2) = (2 Ty) % (T 2)
o On dit que T est distributive a droite sur x si : V(x,y,2) € E3, (xxy) Tz = (2 T2) % (yT2)

o Ondit que T est distributive sur x si T est distributive a gauche et a droite sur x dans F.

Prof : Mohamed iaalou

Remarque

Silaloi T est commutative, alors, T est distributive sur x dans F si T est distributive a gauche ou a droite sur x

dans E.




1.3 Propriétés usuelles d’une loi de composition interne -7-

o Dans C, la multiplication est distributive sur 1’addition mais I’addition n’est pas distributive sur la multipli-

cation.

o Dans Z/nZ, 1a multiplication x est distributive sur I’addition + mais I’addition n’est pas distributive sur la
multiplication.

o Dans .#5(R) et dans .#3(IR), la multiplication matricielle est distributive sur 1’addition mais I’addition n’est
pas distributive sur la multiplication.

o Dans P(E), 'intersection est distributive sur la réunion et la réunion est distributive sur I’intersection.
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o Dans (R, 0), la loi o est distributive a droite sur +, mais pas a gauche ((g + h) o f = go f + h o f, mais
en général, fo(g+h)# fog+ foh.
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1.3.4 Eléments particuliers d’une L.c.i.

1.3.4.1 Elément neutre
P Définition 1.9 ~

Soit £ un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne x et e € F.

On dit que e est un élément neutre pour x dans E'si: Vz € F: exx =x*e=x.

N /

Remarque

Si x est commutative alors : e est un élément neutre pour xdans £ < Vr € E:exx =z

}— Proposition : Unicité de I’élément neutre

Soit (E, x) un ensemble muni d’une loi de composition interne x.

Si la loi x admet un élément neutre dans E alors il est unique.

&

Démonstration

Soient e et e’ deux éléments neutres distincts de la loi .

On a : e est neutre pour x, donc e x ¢’ = ¢/ De méme ¢’ est neutre pour x, donc e x ¢’ = e.
D’olie =¢

o 0 estun élément neutre de (N; ), (Z; +), (Q; +), (R; +) et (C; +)

o 1 est un élément neutre de (N; x), (Z; x), (Q; x), (R; x) et (C; x)

o Dans I’ensemble & (E), @ est neutre pour U et E est neutre pour M.

o Dans .7 (R; R), la fonction identique Id : = — x est neutre pour la composition.

0
La matrice nulle Oy = est neutre dans (.#2(R);+) et on a:
0 0

(VM € #r(R))M +02 =02 +M =M

Prof : Mohamed iaalou

10
La matrice identité Iy = est neutre dans (.#2(R); x) etona:
0

(VME%Q(R))MXIQZIQXM:M




1.3 Propriétés usuelles d’une loi de composition interne -8 -

1 00
o De méme, la matrice identité I3 = | 0 1 0 | est neutre dans (.#3(R); x).

00 1
o La loi soustraction définie sur R ne posseéde pas d’élément neutre.

1.3.4.2 Eléments symétrisables :
e Définition 1.10 N

Soit (E, x) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne x d’élément neutre e.
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On dit que x (élément de E) est symétrisable pour xdans Esid2’ € E : xx2' =2’ xx = e.
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Remarque

o si 2/ est un symétrique de x pour la loi x, alors x est un symétrique de x’ pour la méme loi. on dit alors que

x et ' sont symétriques (ou symetrisables) dans (E;* ).

o Sila loi x est commutative, alors on peut se contenter de I’une des relations z x 2’ = eoux’ xx = e

o Dans (Z;+), (Q;+), (R; +) et (C; +), tout élément a admet un symétrique noté —a, appelé opposé de a

Lou %, appelé inverse de a.

o Dans (Q*; x), (R*; x) et (C*; x), tout élément a admet un symétrique noté a~

o Dans (Z(FE);N), 'unique élément symétrisable est E et dans (Z(E);U), I'unique élément symétrisable
est J.

o Dans (Z/nZ;+), tout élément @ admet un symétrique qui est —a (ou encore (—a).

o Dans (Z/57Z; x), tout élément a différent de 0 admet un inverse.

o Dans (Z/47Z; x), I’élément 2 n’admet pas d’inverse.

a c
o Dans (.#>(R);+), toute matrice A = admet comme symétique la matrice notée —A et on a :
b
- —c
A=
-b —d
a c
g o Dans (#>(R); x),si A= et d = ad — be # 0, alors A est inversible et on a:
§ b d
- 4 =c 1
8 Al = fb Z (On vérifie aisément que : A x A1 = A7 x A= ).
S 5 5 0
()
S . 2 5\ . . (3 -5
= Par exemple La matrice A = est inversibleetona: A™" = Ly
s I -
5 [P rroposion

Soit (E, *) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative d’élément neutre e.

Si un élément a de E admet un symétrique dans F, alors ce symétrique est unique.

&
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Démonstration

Supposons qu’il existe deux éléments b et cdans Ftelsque: axb=bxa=eetaxc=c*xa=c¢e
L associativité de la loi x permet alors d’écrire: =bxe=bx(axc)=(bxa)xc=e*xc=c

Donc b =c.

1.3.4.3 Symétrique de la composée de deux éléments par une L.C.I :

B oo

Soit (E, x) un ensemble muni d” une loi de composition interne associative x et d’élément neutre e.
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Si x et y sont deux éléments de E symétrisables , alors (z xy) =y’ x 2.

&

Démonstration

Soient x et y deux éléments symétrisables de £ de symétriques respectifs z’ et 3/
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(xy)*x (Y *2') =axx(yxy )2/ =z*xexa/ =azxa’ =e

"sai )k (xxy) =y x (@' x2)*xy=9y xexy=9y'xy=c¢

Y Yy Yy y=y Yy=y*xy
Dongc, z * y est symétrisable et (z xy)’ = ¢/ * 2.

Notons que 1’associativité de x est nécessaire.

L

o Dans C*, I’inverse

1
de 21 X zgest — X —
Z1 X 29 21 V)
o Dans I’ensemble des bijections d’un ensemble E sur lui-méme, la bijection réciproque (go f)~ ' de go f est
f7log™! . (quiest en général différentde g~' o f71)
o Si A et B sont deux matrices inversibles dans (.#%(RR), x) alors la matrice A x B est également inversible

etona: (Ax B)"'=DB"1xA"!

1.3.4.4 Eléments réguliers ou simplifiables pour une L.C.I :
e Définition 1.11 ~

Soit (FE,*) un magmaeta € E.

. L . 2 rxa=y*xa = xz=y (1)
On dit que a est régulier pour * dans E'si : V(x,y) € E*:

axr=a*xy = x=y 2)
Si (1) est vérifi€ on dit que a est régulier a droite.

Si (2) est vérifié on dit que a est régulier a gauche.

N /

o Dans C, tout élément est simplifiable pour I’addition : V¥ (z,2/,2") € C?: (2 + 2 =2+ 2" = 2/ = 2)
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o Dans C, les éléments simplifiables pour la multiplication sont les complexes non nuls : V(z,2’,2") €
C*xCxC(z x 2/ = z x 2" = 2/ = 2"") . Mais attention, on ne simplifie pas par 0(0x 1 = 0x2 mais 1 # 2).
Donc, az = az'#z = 2/ mais (az = az’ eta #0) = z =2/

o On considere dans .#>(R) les matrices suivantes:




1.4 Morphismes : -10 -

1 2 2 —6 —-2 10

A= B = ,C = (7]
2 4 -1 3 1 -5 i
Calculons:A x Bet A x C 8
1 2 2 -6 2-2 —6+6 0 0 =
2 4 -1 3 4—4 —12+12 00 E
T

1 2\ [—2 10 2-2 10—10 0 0
AxC = = = I:t
2 4 1 -5 4—4 —20+20 0 0 =

Donc I’égalité A x B = A x C n’entraine pas nécessairement B = C

o Dans EF | les éléments simplifiables & gauche sont les injections, les éléments simplifiables 2 droite sont les

surjections et les éléments simplifiables sont les bijections.
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1.4 Morphismes :

1.4.1 Définitions et exemples
P Définition 1.12 ~

Soient (E, ) et (F, 1) deux ensembles munis de deux l.c.i et f une application de F dans F'.

o On dit que f est un morphisme (ou homomorphisme) de (E, x) dans (F, T) si on a:

V(z,y) € B : f(zxy) = f(2)Tf(y)
o Side plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de (E, %) dans (F, T) et les ensembles E et F'
sont dits isomorphes.

o un morphisme de (F, *) dans lui méme s’appelle un endomorphisme de (E, ).

o un endomorphisme bijectif de (F, %) s’appelle un automorphisme de (E, x).

\_ Yy

1. Soit I'application f: (Z,4+) — (Z*,x)

x — 27
Onapour tout (z;y) € Z2:  f(zv+y) =21 =27 x 2 = f(z) x f(y)
Par conséquent, f est un morphisme de (Z, +) dans (Z*, x)
2. On considere 'application: g: (]0;+oo[, x) — (R, +)
x — In(x)
on a pour tout (z; ) € (0; +00])? : g(ay) = In(zy) = Inz + Iny = g(z) + g(y)
Par conséquent, g est un morphisme de |0; +00[ dans R.
3. On considere I’application: h: (C,x) — (R, Xx)
Ona:V(z;2) €C?: h(z X 22) = |21 X 22| = |21]| X |22] = h(21) X h(22)

Prof : Mohamed iaalou

Par conséquent, h est un morphisme de (C, x) dans (R; x)




1.4 Morphismes :

4. On considére ’application: K : (R,+) — (#(R), x)

(2]

1]

r —> =)

0 4

[

1 z+ <

OnaV(z;y) €eR?: k(z+vy) = Y =

0 1 L

=
1 1 1 +

D’autre part: k(x) X k(y) = ) x - S g
01 01 0 1

Donc k(x) x k(y) = k(z + y). Par conséquent, k est un morphisme de (R; +) dans (.#Z>(R); x)

5. On consideére I'application: ¢ : (R,4+) — (C*, x)
6 — e

On a pour tout (f1;02) € R? : ¢ (1 + 0) = €(0792) = 1 x 102 =, (0)) x ¢ (62)
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Par conséquent. ¢ est un morphisme de (R; +) dans (C*; x)

1.4.2 Propriétés d’un morphisme
B i .

Soit f un morphisme de (E, ) dans (F, T)
1. f(FE) est une partie stable de (F, T)

2. Si * est associative dans E, alors T est associative dans f(E).

3. Si x est commutative dans FE, alors T est commutative dans f(F).

4. Si e est I’élément neutre dans (E, *) alors f(e) est 1’élément neutre dans (f(E), T).

5. Si e est I’élément neutre dans (E,*) et x est symetrisable de symétrique 2’ dans (E, *), alors f(x) est

symetrisable dans (f(E), T) et a pour symétrique f(z’).
- J

Démonstration

1. Soient y; et y2 deux éléments de f(E). Donc il existe (z1;22) € E? tels que : y1 = f (z1) etyo = f (22).

Puisque f est un morphisme de (F; %) dans (F'; T), alors:
' Ty2 = f(z1) Tf (x2) = f (%1 % 32)
Comme * est une loi interne sur F, alors z1 xz9 € F, etdonc f (x1 *x x2) € f(E). parsuite, y1 Tys € f(FE).
D’ou, f(E) est une partie stable de (F'; 7).
2. Soient (u;v;w) € (f(E))? . Donc il existe (7;y;2) € E3 tels que : u = f(z) etv = f(y) etw = f(2) .
puisque f est un morphisme de (F; *) dans (F'; T") alors:
(uT0)Tw = (F@)TFW)TF() = flo+y)TF(2) = fl(@+y) * 2
Et si la loi * est associative dans (E; ), alors :
(uTo)Tw = flo+ (y* 2)] = F@)T F(y * 2) = f@TFGT(2) = T (0Tw)
par suite, la loi T est associative dans (f(F);T).

Prof : Mohamed iaalou

3. Supposons que la loi * est commutative dans (E; x). En conservant les notations de la question précédente,
on obtient:
nTyz = f(21) Tf(x2) = f (w1 xm2) = f w2 xa1) = f (22) Tf(x1) =92Tmn




1.4 Morphismes :

ce qui montre bien que la loi T est commutative dans (f(E); T).
4. Soitu € f(F). Il existe alors x € E tel que u = f(x).
On suppose que la loi * admet un élément neutre e dans (F; ).
Donc : uT f(e) = f(x)Tf(e) = f(zxe) = f(zx) =u
On montre de méme que f(e) Tu = u, ce qui entraine que f(e) est neutre dans (f(EF); T)
5. Soit 2’ le symétrique d’un élément x dans (E; ).
ona: zx*az' =eetx xx =e, et funmorphisme de (F;x) dans (F;T),
done f(2)Tf (@) = f (w+ ') = fle) et f (2 Tf(x) = f (2' a) = f(e).
Comme f(e) est neutre dans (f(E); T), alors f(x) a pour symétrique f (z') dans (f(E);T).

Remarque

o Si f est un morphisme de (E, %) dans (F, T), alors f transfert les propriétés de (E,*) a (f(E), T) .
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o Side plus f est surjectif alors f transfert les propriétés de (E, *) a (F, T).
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Chapter 2 Structure de groupe

2.1 Groupe:

2.1.1 Définition et exemples

P Définition 2.1

Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne .
* est associative dansG

On dit que (G, x) est un groupe si, ¢ x admet un élément neutre dansG.

Tout élément de G est symétrisable pour (G, *).
Si de plus, la loi x est commutative, on dit que (G, ) est un groupe commutatif ou abélien.

\_

1. Les ensembles (Z,+),(Q,+), (R, +) et (C, +) sont des groupes commutatifs.

2. les ensembles (Q*; x) - (R*; x) et (C*; x) sont des groupes abéliens,

3. (Z*; x) n’est pas un groupe, car les seuls éléments symétrisables de (Z*; x) sont 1 et —1.

4. Les ensembles (Qi, ><) et (Ri; ><) sont des groupes commutatifs.

5. Les ensembles (.#>(R);+) et (.#3(R);+) sont des groupes commutatifs, mais (.#2(R); x) n’est pas un
11

groupe car les matrices Oy = et A= , par exemple, ne sont pas inversibles dans
0 0 0

(Aa(R); %)

6. Les ensembles (V2; +) et (V3;+) sont des groupes commutatifs.

7. (Z/6Z;+) et (Z/5Z; x ) sont des groupes commutatifs, cependant (Z/47; x ) n’en est pas un car 2 n’est pas
inversible dans (Z/47Z; x).

8. La composée de deux rotations de méme centre 2 et d’angles respectifs 6 et 6’ est une rotation de méme
centre Q et d’angle 6 + 6’ etona: R(;0)oR (Q;6) = R(Q;0") oR(; 0) et le symétrique de la rotation
R(€;0) est R(Q2; —0).

L’ensemble des rotations de centre {2, muni de la loi de composition est donc un groupe commutatif.

P roposion

Soit (G; %) un groupe. Alors :
1. G est non vide car il contient au moins son élément neutre.
2. L’élément neutre e de G est unique.
3. Le symétrique de tout élément de G est unique.
4. Pour tout (z;9) € G* (/) =zet(zxy) =y x2'.
5

. Tout élément a € G est régulier. Autrement dit, pour tout (a; z;y) € G2 :

(axx=axy=>x=y) et (rrxa=y*xa=>z=y)
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2.1 Groupe :

— 14—

B 5o

Soit (G; ) un groupe d’élément neutre e et (a;b) € G? et a’ le symétrique de a dans (G x) :
I’équation a x = b admet une solution unique dans E qui est z = a’ % b.
I’équation = x a = b ) admet une solution unique dans F qui est z = bx a’.

En d’autres termes: Pour tout (a;b;2) € G2 : (axx =b& r=d xb)et(zxa=bs x=bxa)

&

Soit % la loi de composition définie sur R par : V(z,9) € R?:  zxy=z+y—ay
1. ’ensemble R , muni de cette loi est-il un groupe commutatif?
2. Montrer que a = 1 n’est pas un élément régulier de (R, *)

3. Calculerg xx x...xx pourn > 1
—_——

4. (R\{1}, ) est-il un groupe commutatif?

2.1.2 Sous groupe d’un groupe

pam Définition 2.2

Soit (G; ) un groupe et H une partie de G.
on dit que (H; %) est un sous-groupe de (G} *) lorsque:
o H est une partie stable de (G; %), ¢’est-a-dire: (V(z;y) € H? :x*y € H)

o (H;x) estun groupe.

N

1. (Z;+ ) est un sous-groupe de (R; +)

[\

. (R%; x) est un sous-groupe de (R*; x).

[98]

. L’ensemble U constitué des nombres complexes de module 1 est un sous-groupe de (C*; x).

N

. L’ensemble des racines n-iémes de 1’unité est un sous-groupe de (C*; x).

5. (Z; x) n’est pas un sous-groupe de (R; x).

Remarques

o Si (G;x) estun groupe, alors G et {e} sont des sous-groupes de (G; x), appelés sous-groupes triviaux de G.

o Un sous groupe H d’un groupe (G; %) tel que H # {e} et H # G, s’appelle sous groupe propre de (G;x) .

R ropuiion

Soit (H; %) un sous groupe d’un groupe (G; x) d’élément neutre e.
. H# o
2. eest I’élément neutre dans (H; *) .
3. Vo € H: ' € H, ot 2’ le symétrique de x dans (G;x).
4. (V(z;y) € H*) :xxy € H.
5. (V(z;y) € H?) :zxy' € H , ou y' le symétrique de y dans (G; x).
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2.1 Groupe :

2.1.3 Propriété caractéristique d’un sous groupe

B copsiion

Soit (G} ) un groupe d’élément neutre e, et H une partie de G.

H#0o
H est un sous-groupe de (G; x) < 7 ol 3/ est le symétrique de y dans (G *)
(V(z;y) e H?) :zxy' € H

&

Remarque importante

la propriété caractéristique précédente s’écrit:
H+#o
(V(z;y) € H?) w—-y€eH
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o En notation additive,

H#g
(V(m;y) S H2) zy ' eH
o Muni de la loi induite, un sous-groupe est un groupe, pour montrer que 1’on a affaire & un groupe : on
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o En notation multiplicative,

démontre en général que c’est un sous-groupe d’un groupe usuel. Le lecteur est donc invité a bien connaitre

les exemples classiques cités précédemment.

2.1.4 Morphisme de groupes

Soit f un morphisme d’un d’un groupe (G, x) dans un groupe (H, T). On a alors:

o fleg) =en
oV e G, f(o)=][f(x)].

Remarque

Un morphisme de groupe transforme le neutre de (G, ) en le neutre de (H, T) et le symétrique dans (G, %) en

symétrique dans (H, T).

g ropsiion

Soit f un morphisme de (G, ) dans (H, T).
1. Si (G, x) est un groupe, alors (f(G), T) est un groupe.

2. Si (G, x) est un groupe abélien, alors (f(G), T) est un groupe abélien.

&

Remarques

o Si le morphisme f est surjectif ou est un isomorphisme de groupes alors f(G) = F, et dans ce cas, I'image

du groupe (G; ) par f est le groupe (F’; T). On dit alors que le morphisme f transfere " la structure du
groupe (G; ), en celle du groupe (F'; T)

o Si (G, x) et (H, T) sont deux ensembles isomorphes, alors (G, *) et (H, T) ont la méme structure.

Prof : Mohamed iaalou




(/)]
)
= |
C
=
©
£
‘0
=
]
(1]
=
»
i)
(3)
[
2
(8]
(7))
(8)
o
m
)
£
4l
™3
-
)
(m]

Prof : Mohamed iaalou

Chapter 3 Anneau - corps

3.1 Structure d’anneaux

3.1.1 Définition et exemples

P Définition 3.1

Soit (A, x, T) un ensemble muni de deux lois de compositions interne x et T.
(A, %) est un groupe commutatif
On dit que (A, *, T) estun anneau Si: ¢ T est distributive par rapport a x

T est associative
Si de plus la loi T est commutative, alors I’anneau (A, , T) est dit anneau commutatif.

Si de plus la loi T admet un élément neutre , alors I’anneau (A, %, T) est dit anneau unitaire.

\_

o Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note les lois x et T respectivement par + (notation additive) et X (notation
multiplicative).
& Onnote 0 (ou 04 ), I’élément neutre pour +, appelé le zéro de I’anneau A et on note 1 ou (1 4) I’élément
neutre pour x, appelé I’élément unité de I’anneau (A, +, X).
& on note couramment le composé z.y ou méme xy au lieu de x X y
o Le symétrique de = € A pour I’addition (opposé de z ) est noté —zx
o Le symétrique de = € A pour la multiplication (inverse de z ), s’il existe, est noté x L.

o Soit (A; +; X) un anneau unitaire et Soient x € Aetn € Z.

La notation nx dans I’anneau (A; +; x) est définie par :

nt=x4+z+...4xsin>1 ; nr=(—x)+(—z)+...+(—z) sin<—-1 ; 042=04
| —— N o Z
nfois —n fois

o De méme, la notation =™ dans I’anneau (A; +; X ) est définie par :
"=z xzx..xzsin>1 ; a"=gz!x...xaz7! sizestinversibleetn < —1; z%=14
—_— ———— —_— ——m————
n/ fois —n fois

o Ces notations sont tres utiles dans les calculs numériques (réels et complexes) et matriciels.

L

1. (Z;+; %), (Q; +; %), (R; 43 x) et (C; +; x) sont des anneaux commutatifs unitaires, mais (N; +; x) n’est
pas un anneau car ( N; 4 ) n’est pas un groupe.
2. Pour n € N*,(Z/nZ; +; x) est un anneau commutatif unitaire. Son zéro est 0 et son élément unité est 1

3. (AM2(R);+; x) et (A3(R); +; x) sont des anneaux unitaires non commutatifs. L’élément unité pour

1 00
10
(Ao(R);+; %) est Iy = et]’élément unité pour ’anneau (.#3(R); +; x)estls=| 0 1 0
0
0 01
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3.1 Structure d’anneaux

17—

3.1.2 Regles de calcul dans un anneau

BB copsiion

Soit (A; +; x) un anneau unitaire. Pour tout x,y de A, on a les propriétés suivantes:

() xy=zx(~y)=—(z xy)

I.Oaxax=axx04 =04 3
2. (mlg) xz=xx(-14) = -z 4. (-z)x (-y) =z xy

&

3.1.3 Diviseurs de zéro dans un anneau
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P Définition 3.2

Soit (A;+; x) un anneaueta € A — {04}.
On dit que a est un diviseur de zéro dans A s’il existe b € A — {04} telquea x b=00ub x a = 0.
N

1. Dans I’anneau Z /67, I’élément 2 est un diviseur de zérocar: 2 # 0et2 x 3 =3 x 2 = 0.

De méme, 3 est un diviseur de zéro dans cet anneau.

10
2. Dans I’anneau (#2(R); +; x ), I’élément est un diviseur de zéro car:
2

10 0 0
%0y et =0,
2 10

o ropusiion

Soit (A; +; X) un anneau unitaire et a € A.

Si a est un diviseur de zéro dans (A; +; x), alors a n’est pas inversible dans (A4; +; x).

&

Remarques

un anneau (A; +; x), n’est pas forcement inversible).

o Si a est inversible dans un anneau (A; +; x), alors a n’est pas un diviseur de zéro.

o La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie. (un élément qui n’est pas diviseur de zéro dans

P roposiion

Soit (A; +; x) un anneau unitaire et U I’ensemble des éléments inversibles pour x dans A.

Lensemble (U; x) est un groupe, appelé groupe des éléments inversibles de I’anneau (A4; +; x)

&

1. les ensembles (Q*; x) - (R*; x) et (C*; x) sont les groupes d’éléments inversibles respectivement des

anneaux (Q; +; x), (R; +; x) et (C; +; x).

2. L’ensemble (U = {1, —1}; x) est le groupe des éléments inversibles de I’anneau ((Z; +; x) .



3.2 Structure de corps —18 -

3.1.4 Anneau integre
P Définition 3.3 ™

Soit (A; +; x) un anneau.

On dit que (A; +; x) est un anneau intégre si A n’est pas réduit a {04} et n’admet pas de diviseurs de zéro.
N\ )

1. (Z;4; %), (Q; +; %), (R; 43 x) et (C; +; x) sont des anneaux commutatifs unitaires integres.
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2. (Z/5Z;+; x) est un anneau commutatif unitaire intégre, mais (Z/6Z; +; x) est un anneau commutatif

unitaire non intégre. (2 est un diviseur de zéro).

3. (Mo(R);+; x) et (A3(R); +; X ) sont deux anneaux unitaires non integres.
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3.2 Structure de corps

P Définition 3.4 ~

Soit (K, 4, x) un anneau unitaire.

(K, +, x) est un corps si, et seulement si, tout élément non nul de K admet un inverse (pour x ) dans K.

Un corps (K, +, x) est dit commutatif si la deuxiéme x est commutative.
. ,/‘

(Q,+, x), (R, 4, x) et (C,+, x) sont des corps commutatifs.

1.
2. (Z,4+, x) est un anneau unitaire, mais qui n’est pas un corps, car le nombre 2 par exemple n’est pas inversible

L

P " corome. .

Soit K un ensemble muni de deux lois de composition interne x et T.

(K, x) est un groupe commutatif
(K, %, T) est un corps si, et seulement si, ¢ (K*, T) est un groupe ( avec K* = K — {0k }).
T est distributive par rapport a * .

\— J

=" hcoreme. .

Soit (K, %, T) un corps d’élément neutre O et d’unité 1x . On pose K* = K — {0k}

1. Tout élément de K* est régulier pour T.
2. (K, x, T) est un anneau integre. ie (Vz,y € K: 2Ty = Og & = = Og ou y = Og).
3. Soit a € K* et a’ son symétrique pour laloi T etb € K.

Les équations zTa = bet aTx = b admettent les uniques solutions respectives x = bTa' etx = a’Th.
— J

= Théoreme -

Pour tout entier relatif non nul n, on a :

Prof : Mohamed iaalou

o kestinversible dans Z/nZ si et seulement k An = 1

o (Z/mZ,+, X) est un corps si et seulement si n est premier.
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