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التمرين الأول   
رإلى معلم متعامد ممنظم مباش نعتبر في الفضاء المنسوب   ; ;O   ؛النقط , ,A 1 1 و0 , ,B 1 0 1     

و  الفلكة     S مركزها التي , , 1 1 Rوشعاعها هو  1 3 . 

1 .  لنبين أن  :OA OB   
 

    

: لدينا        , ,OA 1 1 0


و      , ,OB 1 0 1


  
  :وبالتالي       

                       
    

OA OB
 

 
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0

 
    

                  
                   

              

     

  

1 0 1 0 0 1 



 

 
  

  

معادلة ديكارتية للمستوى  *    OAB 

OA:  بما أن        OB     0
  

    

فإن المتجهة      , ,OA OB 1 1 1
 

مية على المستوىمنظ  OAB   

لتكن       , ,M x y z  نقطة من الفضاء  

                                   .M OAB OM OA OB    0
  

        ) , ,OM x y z


 (  

                          
                      

                     
x y z

x y z

       

   

1 1 1 0

0
  

        
  
  2طريقة  

المتجهة بما أن       , ,OA OB 1 1 1
 

منظمية على المستوى  OAB  ؛ فإن له معادلة ديكارتية على

x: الشكل  y z d    0  

:            ولدينا      , , O O OO OAB x y z d     0 0 0 0  

                             
d

d
    
 

0 0 0 0
0

  

  
   

   حساب المسافة  ;d OAB  

                   :لدينا               
 

;
² ² ²

x y z
d OAB    

 
  1 1 1

   

                  
3 3 3

3
33

  
   


1 1 1

3
  

OA:     إذن  OB   
 

   

:       إذن       :OAB x y z   0 

:     إذن   ;d OAB  3 

     :  إذن       :OAB x y z   0 
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  الاستنتاج   

: بما ان          ;d OAB R  3             )R  شعاع الفلكة S  (  

فإن المستوى        OAB  يقطع الفلكة S  وفق دائرة   ²شعاعها ²r R d  .  

:                           يعني                         ²r     
2

3 3 9 3 6  

ليكن  . 2   المستقيم المار من  والعمودي على المستوى OAB   

   تمثيل بارامتري للمستقيم  D  

       عمودي على OAB   يعني   موجه بالمتجهة   , ,OABn 1 1 1


  

لتكن     , ,M x y z  نقطة من الفضاء  

              ; ;M x y z   1 1 1


و     , ,OABn 1 1 1


مستقيميتان   M OAB                                 

                                                    ; . OABt M tn    
 

  

                                                        ;  
x t

t y t
z t

 
    
   

1
1
1

  

                                                        ;  
x t

t y t
z t

 
    
   

1
1

1
  

   
  
  
  
  
  

 مركز الدائرة مثلوث إحداثيات   تحديد     

 1 

: لاحظ أن             , ,O 1 1 1


و      , ,OABn 1 1 1


إذن      O     

 على المستوى ومنه المسقط العمودي لـ  OAB  هو النقطةO   وبالتالي مركز الدائرة   هوO  
2 

هي مركز الدائرة  Hلتكن     يعني  ؛H  هي المسقط العمودي لـ  على(OAB) .  

وبما أن      مار من  وعمودي على(OAB)  فإنH   هي تقاطع  و المستوى(OAB)    

                                          ;

x t
y t

H OAB t
z t
x y z

 
          
   

1
1

1
0

   

 إذن  النظمة:  

   
x t
y t t
z t

 
   
   

1
1

1
هي تمثيلا بارامتري لـ    



 شعبة العلوم تجريبية و العلوم والتكنولوجيات               2013يونيو  تصحيح الامتحان الوطني       سطات –ابن عباد التأهيلية .ثا

     3     14                                                SouidiMaths@Gmail.com 

     ومنه       t t t      1 1 1 0  

t:  يعني     3 3 0  
t: يعني    1   

: إذن                                  ; ;H 0 0       )في النظمة أعلاه  tنعوض قيمة (            0

أي مركز الدائرة                              هو النقطة , ,O 0 0 0                                                             

  التمرين الثاني 
مباشر العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم في المستوى   ; ;O  و  و        :النقط نعتبر ؛ C B A    التي  

a:  على التوالي  هي ألحاقها        i 7 bو      2 i 4 cو       8 i  2 5 .  

1 .   * لنتحقق من أن :  i i i     1 3 6 9 3  

            :لدينا                      i i i i i i            1 3 6 1 3 1 6 3 6   

                                                          
i i
i

    
  

3 6 3 6
9 3

  

  
  

   1  : لنبين أن  

c a i
b a

  

                   :       لدينا                           

   
   

   i ii i i i i
i i i i i

c a
b a

           
   

       



1 3 62 5 7 2 2 5 7 2 9 3
4 8 7 2 4 8 7 2 3 6  

بق   ا س ب م  حس

i 3 6



i 1  

  
  
  

    الاستنتاج  

   بما أن: 
c a ib a
  


:فإن    1
c aAC

AB b a
c a ib a 


 


   


21 

ومنه     
AC
AB

 2           

  

 تحديد قياسا للزاوية الموجهة 
,AB AC 

 
 

 
 

             من جهة لدينا    :i i Cos iSin                        

2 2
1 2 2

2 2 4 4
  

: يعني                 arg i 
 1 2

4
 

:   إذن
c a ib a
  


1   

:     إذن    i i i     1 3 6 9 3 

AC: إذن    AB  2 
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          ومن جهة ثانية لدينا :   ; arg c aAB AC
b a


    

2
 

  

:               ومنه         ; arg c aAB AC
b a


    

2
 

  

                            
  

 

arg i 




 



1 2

2
4

  

       

2 .   R ران الذي مركزه الدوB  وزاويته

2

   

  لنبين أن لحق النقطةD  صورة النقطةA  بالدورانR  هو :d i 10 11   

                                                         ,

BA BD
R A D

BA BD 



  


2

2

   

                                                

 arg

BD
BA

d b
a b




        

1

2
2

  

:    ومنه      
id b e

a b

  


الكتابة الأسية للعدد العقدي (                      21
d b

a b




  (  

: يعني       i
d b e a b



  2   

: يعني       d i a b b                     ) لأن
i

e Cos iSin i
  
     

   
   

2

2 2
  (  

: يعني       i ii id     4 8 42 87   

: يعني      d i i i i i i i i i i               7 2 4 8 4 8 3 6 4 8 3 6 4 8 10 11  
  
    

–  لنحسب : 
d c
b c



  

                :            لدينا         
   
   b i

c
i

i i
c

d   


   


4
1

8
2 51

2
0

5
1

  

                                              
i i
i i

  


  
10 11 2 5
4 8 2 5

  

                                  
 ii

i i


  
 

2 6 312 6
2

6 3 6 3
  

  

:   إذن   ;AB AC 
 2

4

 
  

:   إذن
d c
b c





2    

d:    إذن  i 10 11 

 
یمكن استعمال مباشرة صیغة التمثیل العقدي  

  للدوران 
  ' iz e z    
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 لاستنتاج ا  

: بما أن                
d c
b c


 


2    فإن النقطB  وC  وD مستقيمية     

  : لثالتمرين الثا 
  خمس كرات حمراء وثلاث كرات خضراء: كرات  10يحتوي صندوق على 

  )لايمكن التمييز بينها باللمس ( وكرتان بيضاوان  
  .نسحب عشوائيا وفي آن واحد أربع كرات من الصندوق  

  عنصر  10عناصر من بين 4بما أن السحب تآني فإن كل سحبة فهي تأليفة ل

: إذن       card C  4
10 210.  

  " كرتين حمراوين وعلى كرتين خضراوين الحصول على  ":  Aالحدث  .  1

: يعني             RRVVA   

                   : لدينا      
 

card A C C
p A

card
 

    


2 2
5 3 10 3 30 1
210 210 210 7

  

   

  

          '' لا توجد أية كرة بيضاء من بين الكرات الأربع المسحوبة  '' :  Bالحدث  .  B BBBB  

   :لدينا          
 

card B C
p B

card
   



4
8 70 1

210 210 3
  

  .المتغير العشوائي الذي يربط كل سحبة بعدد الكرات البيضاء المسحوبة  Xليكن   .2

 – لنحدد  X    

  :بعد عملية السحب إما   

X: وفي هذه الحالة الأربع المسحوبة   لا توجد أية كرة بيضاء من بين الكرات  ❖    0   

Xتوجد كرة واحدة بيضاء وثلاث كرات غير بيضاء  وفي هذه الحالة   ❖   1   

Xتوجد كرتان بيضاوان وكرتين غير بيضاوين  وفي هذه الحالة  ❖  2  

    2مكنة لأن عدد الكرات البيضاء هو وهي الحالات الم

  * لنبين أن:  p X  
8

1
15

 .  

: لدينا        X BBBB 1  

 

B B 

 

B B 

:  إذن p A 
1
7

 

:  إذن p B 
1
3

 

: إذن    ; ;X   0 1 2 
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: ومنه        C C
p X

   
    

1 3
2 8 2 8 7 2 8 8

1
210 210 30 15

  

 قانون احتمال المتغير العشوائي X 

  لحدث لدينا ا: X     Bهو الحدث   0

:  إذن                                                                            p X   
1 5

0
3 15

  

  ولدينا                                                                          : p X  
8

1
15

  

  ولدينا :   X BBBB 2     ومنه :  C C
p X

  
    

2 2
2 8 1 4 7 4 2

2
210 210 30 15

  

إذن                                                                                   p X  
2

2
15

  

  خلاصة 

p p p     0 1 2

5 8 2
1

15 15 15
  

2  1  0  ix  

2
15

  
8

15
  

5
15

  ip  

  التمرين الرابع
نعتبر المتتالية العددية     *n n

u


u: المعرفة بما يلي   1 nو  3
n

u
u 

1

25
10

   *n من لكل   

: لنتحقق من أن*  . 1
 
 

n
n

n

u
u

u


 

 1

5 5
5

5 5
  *n من  لكل   

   :لدينا  *n من ليكن     

   n nn n
n

n n n n n

u uu u
u

u u u u u

    
      

    1

5 10 25 5 550 5 25 25 525
5 5

10 10 10 10 10
             

  

                

  

  

  لنبين بالترجع أن :nu 5 * من لكل    0 n 
  
  

:إذن  p X  
8

1
15

 

:      إذن  
  ;  * n

n
n

u
n u

u


   

 1

5 5
5

5 5
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nمن أجل       1  

u:    لدينا                                      15 5و          5 u:   إذن      0 15 0  

nuنفترض أن     5 nuونبين أن   0  15 0  .  

* من ليكن      n  

:        لدينا                
 
 

n
n

n

u
u

u


 

 1

5 5
5

5 5
  

nu: حسب الافتراض لدينا            5 : إذن    0 nu 5 5 و   0 nu  5 5 0   

nu: ومنه         15 0          

*  : حسب مبدأ الترجع لدينا          إذن      ; nn u   5 0     

vn:  نضع  . 2
nu



5

5
* من لكل   n    

  لنتحقق من أن: v n
n

n

u
u




1

10
5

* من لكل    n  

* من ليكن  n  

:      لدينا                 
 
 v n n

nn n n

n

n
u u

uu u u
u




 
  

  



1

1

5 10 105 5
5 55 5 5 5
10

  

*v ; : ذن إ                        n
n

n

un
u
  
1

10
5

  

vلنتحقق من أن  vn n  1 * من لكل  1 n  
* من ليكن     n   

v:                  لدينا    v n n n
nn

n n n n

u u u
u u u u
        
   1

10 10 5 55 1
5 5 5 5

  

v: إذن                           vnn  1 * من كل ل 1 n  

  لنبين أن :vn n  من لكل * n  

v  ;  : لدينا                       v* nnn    1 1         

v  ; :    يعني                     v* nnn    1 1        

يعني   vn n*
rمتتالية حسابية أساسها    1  وحدها الأول :v

u
 

1
1

5
1

5
              

:      حسب صيغة الحد العام لدينا     ; v v* .nn n r    1 1  

:   يعني                            ; v* .nn n n     1 1 1  
                                                          

vn: إذن         n     من لكل * n 
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  الاستنتاج  

* من ليكن    n                                     v
vn n

n n
u

u
   


5 55

5
  

                                                        
vn
n

n

u

u
n

  

  

5
5

5
5

  

    
  
  

 هاية حساب الن  

         لدينا : ; * nn u
n

   
5

5    و   lim
n n


5

0    

lim:           إذن                                 limnn n
u

n 

   
 

5
5  

                                                         
 


5 0
5

  

  الخامس التمرين 
: بما يلي  المعرفة على  fالدالة العددية نعتبر         xf x x e 

2
و ليكن  2 f  منحنى الدالة

f  في معلم متعامد ممنظم: ; ;O              ) بحيثcm 1   (.  

1 .   لنبين أن: lim
x

f x


   

: لدينا          xf x x e 
2

:  يعني                    2   ² xx x x e  4 4   

: بما أن         lim ² lim ²
x x

x x
 

   2                وlim x

x
e


   

: فإن            lim .
x

f x


                                                              

  
                                                                             

   : *  لنبين أن
 

lim
x

f x
x

   

: لدينا           
     

x xf x x e ex
x x x


   

2
22

2    

lim: نعلم أن    
x

x

e
x
   ولدينا :   lim ² lim ²

x x
x x

 
   2  

      

: إذن      lim
x

f x


  

nu:    إذن  n
 

5
* من ليكن    5 n 
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:        ومنھ      
       lim lim .

x

x x

f x ex
x x 

       
2

2  

        
  
  

  الاستنتاج  

: بما أن                 lim
x

f x


          و
 

lim
x

f x
x

    فإن المنحنى f   یقبل فرعا  

  شلجمیا في اتجاه محور الأراتیب بجوار               
   

2 . -  لنتحقق من أن  ² x x xf x x e xe e  4   x من لكل  4

   01طريفة   

x                             من ليكن        ذكر أن :    ² ت ²a b a ab b 
 
 

   
2

2            

        ² ²x x x x xx e x x e x e xe ef x        2
2 4 4 4 4   

    
  
 02طريقة   
    x من ليكن   

                  ² ²xx x xxe e ex x x x eex f x       2
4 4 4 4 2     

*  أن لنبين:    lim
x

f x


0       

: لدينا       ²; x x xx e xe ex f x     4 4  

  : بما أن  

              lim ² x

x
x e


 limو     0 x

x
xe


 limو      0 x

x
e


 0  

  

:         فإن        lim lim ² x x x

x x
f x x e xe e

 
  4 4  

       

lim ² . lim . limx x x

x x x
x e xe e

  
  

    


4 4

0 4 0 4 0
0

  

  التأويل الهندسي : 

: بما أن      lim
x

f x


0  فإن المستقيم ذا المعادلةy  مقارب أفقي لـ) محور الأفاصيل (   0 f      

     .بجوار           

3 . –  لنبين أن    ; ' xx x ex f x    2  

  ♦        : تذكر أن     . ' .' '.vu v vu u           و ♦    'n nu nu  1  

  IRعلى كجداء دالتين قابلتين للاشتقاق  IRدالة قابلة للاشتقاق على  fلدينا  

:      إذن    ²; x x xx e xe ex f x     4 4 

: إذن  
lim
x

f x
x

  

: إذن  lim
x

f x


0 
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                                                 x من ليكن 

                                                                        
'

' xf x x e 
 
 

 
2

2  

                                                         ' x xx e x e   
2 2

2 2 '  

               x x x xxx e x xx e ee       
2

22 2 2 2 22  

                                                                xx ex   2 2 2  

                                                                           xx x e 2  

          
  رتابة الدالةf   

       على المجال,   0  

من المجال xلكل     , x: لدينا   0  xو   0  2 : ومنه   0 x x 2 0  

: وبما أن      ; , xx e   0 : فإن    0  xx x e 2 من المجال xلكل  .     0 , 0    

:  أي        ; , 'x f x   0 0  

على المجالدالة تزايدية  fوبالتالي                                                   , 0    

       على المجال,  2  

من المجال xلكل     ,2   لدينا :x  xو   0  2 : ومنه   0 x x 2 0  

: وبما أن      ; , xx e   2 : فإن    0  xx x e 2 من المجال xلكل  .     0 ,2    

:  أي        ; , 'x f x   2 0  

دالة تزايدية على المجال fوبالتالي                                                   ,2    

       على المجال ,0 2  

من المجال xلكل     ,0 x: لدينا   2  xو   0  2 : ومنه   0 x x 2 0  

: وبما أن      ; , xx e  0 2 : فإن    0  xx x e 2 من المجال xلكل  .     0 ,0 2    

:  أي        ; , 'x f x  0 2 0  

على المجال تناقصيةدالة  fوبالتالي                                                   ,0 2   
 

;: بما أن      xx e   0   فإن إشارة 'f x  هي إشارة ثلاثية الحدود :  ²x x x x  2 2  

x:                                   لدينا    أو       2 x x x   2 0 0  
  ومنه 

  
  
  

موجبة على كل من المجالين  f'وبالتالي         , و  0 ,2   و سالبة على المجال ,0 2  

 : إذن       ; ' xx x ex f x    2 
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ن تزايدية على كل من المجالي f: إذن  , و  0 ,2        تناقصية على المجال   و  ,0 2  

 ى  جدول تغيرات الدالة   f عل
  
  
  
  
  
  
  

4.  لنبين أن  :    ; ²" xx ex f x    2   

:     لدينا            ; ²' x xx x e x x ex f x      2 2  

                                                : لدينا        x من ليكن     '" 'xf x f  

                                                                      ² xx x e 2 '  

                                                 ² ². x xxx xex e   22 ' '  

                                                    ²x xx xe ex   22 2  

                                                        x 2 ² xx   22  xe  

                                                                         ² xx e 2  

  

 الاستنتاج  :                                             " ² xf x x e   0 2 0  

                                   : لأن      ;² xx ex      02 0   

x   او                                                   x  2 2  

  

ما أن ب "f x  تنعدم وتغير الإشارة فيx 0 xو    2  1 فإنه للمنحنى   2 f  نقطتي

xإحداهما أفصولها : انعطاف  0 xو الأخرى  أفصولها  2  1 2  

  

  

  

 

:  إذن     ; ²" xx ex f x  
 
 

   2 
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  إنشاء المنحنى f   في المعلم , ;O    

       

  

  

  

  

  

  

  

  

  

5 . –  لنبين أن الدالة : xH x x e1  هي دالة أصلية للدالة: xh x xe  على  

    x من ليكن    

                                 ' 'xH x x e 1     )H على  دالة قابلة للاشتقاقIR كجداء داتين قابلتين           

             x xx e x e   1 1'   ) IRشتقاق على للا                          '

                         x xe x e  1        

                        
  x

x

x e
xe

  



1 1
  

           :إذن                                                  ; ' xx H x xe h x     
  

                 
  

xxeحساب التكامل  * dx
1

0
  

        : لدينا        xxe dx h x dx H x    
1 1 1

00 0
                )H للدالة   ة أصلیةدالh   (                  

                                         H H 1 0   
                                                   0 1  

                                                       1  

   ² :لنبين أن xx e dx e 
1

0
2  

:  وبالتالي : xH x x e1     دالة أصلیة للدالة: xh x xe  على 

xxe: إذن  dx 
1

0
1 
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:  نضع              
 
 v
'

²

xu x e

x x








: إذن   

 
 v'

xu x e

x x







2
  وقابلتين  دالتين متصلتين  u و vمع   

للاشتقاق على المجال                                                                             ,0 1  

        :             لدينا               v v'.² x u x x x u x dxx e dx  
   

1 1

00

1

0
  

                                                 ² x xx e xe dx 
  

 
1 1

00
2  

                                    ة ² الخطانی x xx e xe dx 
  

 
1 1

00
2  

                                    ؤال ب  الس أ- حس   ². ².e e   1 01 0 2 1  

                                                                             e 2  
  
  
    

                                 

     حساب مساحة بين المنحنى الحيز المستوي المحصور f والمستقيمين  اللذين  محور الأفاصيلو

x: معادلتاهما   xو  0 1  
cm: بما أن        1    

: فإن وحدة قياس المساحة هي                   ²ua cm cm cm    1 1 1   

                                                 :        لدينا                     f x dx ua  
1

0
  

                                                                          ² xx e dx ua 
1

0
2  

         : لأن  , ; ² xx x e   0 1 2 0                         ² xx e dx ua 
1

0
2  

                                                              ² x x xx e xe e dx ua  
1

0
4 4  

       

          انیة 4+                       الخطــ    ² x x xx e dx xe dx e dx ua   
1 1 1

0 0 0
4  

² : وحيث أن   xx e dx e 
1

0
xxe   و 2 dx  

1

0
4   و  4 x xe dx e e    

1 1

00
4 4 4 1  

:                                فإن         e e ua     2 4 4 1  

                                                     e ua 5 10  
  
  
  
  
  

 : إذن      ²e cm  5 2  

²: إذن         xx e dx e 
1

0
2 
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² ; تحديد عدد حلول المعادلة  . 6 xx x e x   4 4  
  x من ليكن    

                                                           ² ² x
x x

e
x e x x       1

4 44 4  

                                                    

 

²

²
²

x x

x

x x x

x x x

xe ex
e

x e xe e
x e xe e
f x

 
 

   

   

 

1 4 4

1 4 4

4 4 1

1

  

ليكن    يم ذا المعادلة المستقy 1   

² ; عدد حلول المعادلة  xx x e x   4 4  هو عدد نقط تقاطع المنحنى f  والمستقيم   

وبالاستعانة بالمنحنى  f  نجد  ثلاثة حلول : يقطعه في ثلاث نقط إذن عدد الحلول هو  

  

 

 


