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      Partie 1 : 
              On considère la fonction g définie par 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ln𝑥𝑥 − 𝑥𝑥²−1

2𝑥𝑥
 

1) Montrer que : ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼+   ∶    0 ≤ ln(1 + 𝑥𝑥) − 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥²
2
≤ 𝑥𝑥3

3
    

2) A)   Calculer les limites : lim𝑥𝑥→+∞ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) et : lim𝑥𝑥→0+ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 
B)    Etudier le sens de variations de g puis déduire le signe de g(x)    
 (remarquer que g(1)=0)  

Partie 2 : 

Soit f la fonction définie sur  𝐼𝐼𝐼𝐼+∗   par :   �
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥+1

2(𝑥𝑥−1)
ln𝑥𝑥      ; 𝑥𝑥 ≠ 1

𝑓𝑓(1) = 1
 

1) Calculer les limites : lim𝑥𝑥→+∞ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) et  lim𝑥𝑥→0+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  puis étudier les deux 
branches infinies de (𝐶𝐶𝑓𝑓). 

2) Montrer que f est continue en 1. 

3) A) Montrer que lim
𝑥𝑥→0+

ln(1+𝑥𝑥)− 2𝑥𝑥
𝑥𝑥+2

𝑥𝑥²
=0 puis étudier la dérivabilité de f à droite de 1. 

B) Montrer que :  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼+∗ {1}  ∶      𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(1)
𝑥𝑥−1

= −1
𝑥𝑥

×
𝑓𝑓�1𝑥𝑥�−1
1
𝑥𝑥−1

    , puis 

déduire que f est dérivable en 1. 

4) Montrer que :  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼+∗ {1} ∶   𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −𝑔𝑔(𝑥𝑥)
(𝑥𝑥−1)2  ,  puis dresser les tableau de 

variations de f. 
5) Construire la courbe (𝐶𝐶𝑓𝑓). 

Partie 3 : 

On  admet que l’équation 𝑥𝑥² − ln(𝑥𝑥 + 1) = 0   a une unique solution non nulle :  
1
2

< 𝛼𝛼 < 1 

1) Montrer que ∀𝑥𝑥 ∈ ]0;𝛼𝛼[  ∶   𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − ln(𝑥𝑥 + 1) < 𝑥𝑥 

2) On considère la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛) définie par :  �
𝑢𝑢0 = 1

𝑒𝑒
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 − ln(𝑢𝑢𝑛𝑛 + 1)

 

A) Montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼   ∶   0 < 𝑢𝑢𝑛𝑛 <  𝛼𝛼 
B) Montrer que la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛) est convergente puis donner sa limite . 

Partie 4 : (Facultative) 
Pour  𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑛𝑛 ≥ 2  

1) Montrer que l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑛𝑛 admet une unique solution 0 < 𝑣𝑣𝑛𝑛 < 1 
2) Montrer que (𝑣𝑣𝑛𝑛) est décroissante puis déduire qu’elle est convergente. 

3) Montrer que :  ∀𝑛𝑛 ≥ 2     𝑣𝑣𝑛𝑛<
1
𝑒𝑒𝑛𝑛

   puis déduire sa limite . 


