
 

 

 

 

 

 

 

-L’examen est composé de 3 problèmes et un exercice 
indépendants. 

-La durée de l’examen est 4h. 

-L’utilisation du stylo rouge est interdite. 

-L’utilisation de la calculatrice non programmable est 
autorisée. 

 

 

 

 

Examen Blanc  1er semestre 

Prof :Salim Mchennec 

Classe :2ème année SC. Maths B.BIOF 
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Problème1 : 

Partie 1 : Soit g  la fonction définie sur l’intervalle [0; +∞[ par :  

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ln(1 + 𝑥𝑥) −
𝑥𝑥

1 + 𝑥𝑥 

I) 1) Etudier les variations de 𝑔𝑔 sur l’intervalle [0; +∞[ 
2) Déduire le signe de 𝑔𝑔(𝑥𝑥) sur l’intervalle �0 ; +∞� 

II) Soit 𝑓𝑓 la fonction définie sur 𝐼𝐼𝐼𝐼 par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑥𝑥) 
1) Montrer que : lim𝑥𝑥⟼−∞ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0  𝑒𝑒𝑒𝑒 lim𝑥𝑥⟼+∞ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1    
2) Montrer que pour tout réel x  on a : 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑒𝑒−𝑥𝑥) 
3) Dresser le tableau de variations de 𝑓𝑓 
4) Construire (𝐶𝐶) la courbe de la fonction 𝑓𝑓 et (𝐶𝐶′) la courbe de la 

fonction (−𝑓𝑓) dans le meme repere orthonormée (𝑂𝑂; 𝚤𝚤; 𝚥𝚥) (On 
admet que -0.7 est une valeur approchée de  l’abscisse de l’unique 
point d’inflexion de (𝐶𝐶)  ) . 

5) Montrer que pour tout x de [−1; 0] : 0 < 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 𝑔𝑔(𝑒𝑒) 
6) Montrer que l’équation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 = 0 admet une unique solution 

𝛼𝛼 dans 𝐼𝐼𝐼𝐼 et que −1 < 𝛼𝛼 < 0 
7) On considère la suite (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛∈𝐼𝐼𝐼𝐼 définie par : 𝑢𝑢0=0  et 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =

−𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛)  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐼𝐼𝐼𝐼) 
A- Montrer que ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼 ∶  −1 ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 0 
B- Montrer que : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼 ∶ |𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝛼𝛼| ≤ 𝑔𝑔(𝑒𝑒)|𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝛼𝛼| 
C- Déduire que : : ∀𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼 ∶ |𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝛼𝛼| ≤ (𝑔𝑔(𝑒𝑒))𝑛𝑛 
D- Sachant que 𝑔𝑔(𝑒𝑒) < 0.6  , déterminer lim𝑛𝑛⟼+∞ 𝑢𝑢𝑛𝑛   

Partie 2 : On considère la fonction 𝐹𝐹 définie sur ]0; +∞[ par :  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �
ln 𝑡𝑡

1 + 𝑡𝑡²
 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥

1
𝑥𝑥

 

1) Calculer F(1). 
2)  A- Montrer que la fonction F est dérivable sur ]0; +∞[ puis 

déterminer𝐹𝐹′(𝑥𝑥). 
B- Déduire que pour tout x de ]0; +∞[  on a : 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0.  
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3) En utilisant l’intégration par parties, montrer que pour tout x de 
]0; +∞[  :      
                    𝐹𝐹(𝑥𝑥) = (arctan𝑥𝑥 + arctan 1

𝑥𝑥
 ) 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 −∫ arctan 𝑡𝑡

𝑡𝑡
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

1
𝑥𝑥

 

4) Montrer que : (∀𝑥𝑥 > 0 )  ∶ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 1
𝑥𝑥

= 𝜋𝜋
2
− arctan𝑥𝑥 

5) En déduire que : (∀𝑥𝑥 > 0) ∶  ln 𝑥𝑥 = 2
𝜋𝜋 ∫

arctan 𝑡𝑡
𝑡𝑡

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
1
𝑥𝑥

 . 

Problème 2 : (Etude des solutions positives de l’équation    

𝐞𝐞𝐱𝐱 = 𝐱𝐱𝐧𝐧  𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚𝐚 𝐧𝐧 ∈ 𝐈𝐈𝐈𝐈∗ ) 

Partie 1 :  

On considère la fonction f définie sur  l’ensemble 𝐷𝐷 = [0; 1[∪]1; +∞[  par :  

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

ln 𝑥𝑥 
  ; 𝑥𝑥 ≠ 0

𝑓𝑓(0) = 0
 

Et soit (𝐶𝐶) la courbe représentative de f dans un repère orthonormée (𝑂𝑂; 𝚤𝚤; 𝚥𝚥) 

1) Vérifier que pour tout x de l’ensemble  𝐷𝐷 =]0; 1[∪]1; +∞[  , on a :  
(𝐸𝐸) ∶        𝑒𝑒𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑛𝑛  ⟺ 𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

2) Montrer que la fonction f est dérivable à droite de 0 
3) Déterminer les limites suivantes :  lim𝑥𝑥⟼1− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) , lim𝑥𝑥⟼1+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) , 

lim𝑥𝑥⟼+∞ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) et lim𝑥𝑥⟼+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

  puis interpréter les résultats 

graphiquement . 
4) Etudier les variations de f dans chacun des deux intervalles 

]1; +∞[ et [0 ; 1[puis dresse son tableau de variations. 
5) Montrer que la courbe (𝐶𝐶) admet un point d’inflexion à 

déterminer. 
6) Construire la courbe (𝐶𝐶) 
7) Montrer que si 𝑛𝑛 ≥ 3 ,alors l’équation (𝐸𝐸) admet exactement 

deux solutions 𝑎𝑎𝑛𝑛  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑏𝑏𝑛𝑛    telles que : 1 < 𝑎𝑎𝑛𝑛  < 𝑒𝑒 < 𝑏𝑏𝑛𝑛   

Partie 2 : (Etude de la convergence des suites (𝐚𝐚𝐧𝐧)𝐧𝐧≥𝟑𝟑 et  (𝐛𝐛𝐧𝐧)𝐧𝐧≥𝟑𝟑 

1) Montrer que : (∀𝑛𝑛 ≥ 3)  𝑏𝑏𝑛𝑛  ≥ 𝑛𝑛  puis déduire la limite de la suite 
(𝑏𝑏𝑛𝑛)𝑛𝑛≥3 
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2) A- Montrer que la suite (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛≥3 est décroissante puis qu’elle est 
convergente. 

        B- Montrer que : (∀𝑛𝑛 ≥ 3)    1
𝑛𝑛

< ln (𝑎𝑎𝑛𝑛) < 𝑒𝑒
𝑛𝑛

     puis déduire la 

limite de la suite (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛≥3 
C- Montrer que :  lim𝑛𝑛⟼+∞ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑒𝑒  . 

Problème 3 : (Etude d’une suite de fonctions) 

Soit n de 𝐼𝐼𝐼𝐼∗ 

On considère la fonction 𝑓𝑓𝑛𝑛 définie sur ]0; +∞[   par : 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥 − 𝑛𝑛
𝑥𝑥

    et soit 

(𝐶𝐶𝑛𝑛)  la courbe représentative de la fonction 𝑓𝑓𝑛𝑛 dans un repère orthonormée 
(𝑂𝑂; 𝚤𝚤; 𝚥𝚥) 

1) A- Etudier les deux branches infinies de (𝐶𝐶𝑛𝑛) 
B- Etudier les variations de 𝑓𝑓𝑛𝑛 sur ]0; +∞[ puis dresser son tableau 

de variations. 

C- Construire (𝐶𝐶2) 

2) Montrer que la fonction 𝑓𝑓𝑛𝑛 est une bijection de ]0; +∞[  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝐼𝐼𝐼𝐼 
3) A- Montrer que pour tout entier naturel 𝑛𝑛 ≥ 1, il existe un unique 

réel 𝛼𝛼𝑛𝑛de l’intervalle ]0; +∞[  tel que : 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑛𝑛) = 0 
B-  Comparer 𝑓𝑓𝑛𝑛+1(𝑥𝑥)  𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)   pour tout x de  ]0; +∞[ 

C- Montrer que la suite (𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 est strictement croissante . 

4) A- Montrer que : (∀𝑥𝑥 > 0)     ln(𝑥𝑥) < 𝑥𝑥  
B-  Montrer que : lim𝑛𝑛⟼+∞ 𝛼𝛼𝑛𝑛 = +∞ 

Exercice : (Application du TAF) 

Pour tout entier naturel non nul n on pose : 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = �
arctan(𝑛𝑛)

arctan(𝑛𝑛 + 1)�
𝑛𝑛2

 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣𝑣𝑛𝑛 = ln (𝑢𝑢𝑛𝑛) 

1) Vérifier que : (∀𝑛𝑛 ≥ 1)     
𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑛𝑛²[ln(arctan(𝑛𝑛))− ln(arctan(𝑛𝑛 + 1))] 
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2) En utilisant le T.A.F, montrer que :  

(∀𝑛𝑛 ≥ 1)  (∃𝑐𝑐 ∈]𝑛𝑛;𝑛𝑛 + 1[ )       𝑣𝑣𝑛𝑛 = −𝑛𝑛²
(1+𝑐𝑐2) arctan(𝑐𝑐)

 

3) Montrer que :  

(∀𝑛𝑛 ≥ 1)  −𝑛𝑛2

(1+𝑛𝑛2)arctan(𝑛𝑛)
< 𝑣𝑣𝑛𝑛 < −𝑛𝑛2

(1+(𝑛𝑛+1)2)arctan(𝑛𝑛+1)
 

4) Déterminerlim𝑛𝑛⟼+∞ 𝑢𝑢𝑛𝑛. 

FIN 
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