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Rappel de la notation
e Probleme : 07 points
e Exercice 01 : 03,50 points
e Exercice 02 : 05,50 points
e Exercice 03 : 02,50 points
e Exercice 04 : 01,50 points

La présentation, la lisibilité, I’ orthographe et la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans I’ appréciation des copies.
L’ usage de la calculatrice, de tout matériel électronique, de tout ouvrage de référence
et de tout document est rigoureusement interdit.
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PROBLEME ]

On désigne par N un entier naturel non nul et I'on se propose d’étudier les racines positives de
'équation : « € = X" » que 'on note ( E, ) . A cet effet, on introduit la fonction f définie, par :
f,(x)=1-x"e™
1) Etude des racines positives des équations ( El) et( E, ) :
a)- Etudier et représenter sur [0, +oo[ les fonctions f,et f,.
b)- Etudier I'existence des racines positives pour les équations ( El) et( Ez) .
(Onrappelle que: 2<e<3)
2) Etude des racines positives de l’équation( E3) :
a)- Etudier et représenter sur [0, +oo[ la fonction f3. On donne les valeurs approchées :
e€~74 ; e ~ 20,1 ; e' ~54,6 ; e ~148 4
En déduire que I'’équation ( E, ) admet deux racines positives U etVtelles quel<u<v,
et encadrer chacune d’elles par deux entiers consécutifs.

b)- Soit la suite définie par la relation: Yy, = 3In ( Y, ) avec Y, est un nombre réel donné
strictement supérieur au.

- Montrer que si U< Yy, <V, alors pour toutne N, u<y, <v.

- Montrer que si V< Y,, alors pour toutn € N, v< Y-

- Etudier le signe de y, ., — Y, en fonction du signede 'y, — Yy, ;.

- En déduire selon la position de Y, par rapport aV, la monotonie de la suite ( Y, ) .

3) Etude des racines positives de l'équation( E, ) pourn>3:
a)- Etudier sur [O, +oo[ la fonction f, . En déduire que I'équation ( E, ) admet deux racines
positives U, etV telles quel<u, <V, .
b)- Déterminer pour N > 4, le signe de f, (un_l) . Déduire des variations de la fonction f_, la

monotonie de la suite (un ) puis prouver la convergence de celle-ci.
’ un 7 . . . . .
c)- Montrer quel'ona: U, = eXp| — |, et en déduire la limite L de la suite (un ), puis un
n

équivalent simple de U, — L quand Ntend vers +o0.

d)- Déterminer pour N > 4, le signe de f_; (Vn ) . Déduire des variations de la fonction f_, la
monotonie de la suite (Vn ), puis étudier la limite de celle-ci.

e)- On pose pour tout réel X >1 : g(x) =X—-Inx

Montrer (al'aide d'un théoréme dont on rappellera I'’énoncé) que g réalise une bijection
de [1, +o0[ sur [1,+oq[ .
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f)- Etablir que g [—”j =Inn, montrer  'aide de g "que lim v, = +o,
n

N—>+o0

puis en déduire un équivalent de V, quand Ntend vers +oo.

| EXERCICE1 |

Considérons le probléme (P) suivant :

(P) : « Trouver des triangles rectangles dont la longueur de I’hypoténuse ne dépasse pas 50 m »
On considére 'équation (E) : X* + y* = z* d'inconnue (X, y, z) e N" x N" x N".
1) Donner une solution particuliére de I'équation ( E).
Dans la suite du probléme, (X, Y, Z) désigne une solution de( E) dansN" x N* x N".
2) Onnote: d =XxAYy=pged(X,Y).
a)- Montrer que d divise z.
b)-Onpose: X=0dX'; y=dy' ;Z=dz'.MontrerqueZ AX'=let Z Ay =1
3) a)- Soient aetb deux entiers impairs. Montrer que : a’+b*=2 [4]
b)- En déduire que X' et Y’ sont de parités différentes. Quelle est la parité de ' ?
On suppose dans la suite que X' est pair et que y' est impair.
4) On pose : X' =2aavecac N".
a)- Montrer qu'il existe deux entiers strictement positifsbetCtels que: b+c=Z'etb—-c=y'.
En déduire que : @ = bc.
b)- Montrer que : b A C=1; en déduire qu'il existe deux entiers UetVdans N"tels que :
b=u®> et c=V
)- En déduire que:
x=2duv et y=d(u’-Vv*) et z=d(u®+V*)
d)- Réciproquement, montrer que tout triplet ( XY, Z) de la forme ci-dessus est solution de ( E) .

5) Donner trois solutions du probléme (P).

| EXERCICE2 |

M, (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels. On rappelle que

1 00

(MZ(R),Jr,x)estunanneaudontl’élémentunitéest: =0 1 O

0 01
-5 0 -6
Partie[:Onnote M =| 3 1 3
3 0 4

1) Calculer A= %( M —1 ) puis vérifier que A’ = A.
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La matrice Aest-elle diagonalisable ? Justifier votre réponse.

. 0
2) Par convention,onnoteM "~ =1 .

Démontrer qu'’il existe une suite (un ) telle que :

vheN, M"=I1+u,.A avec: VneN, u,,=-2u,+3

3) Calculeru, en fonction de n puis donner 'expression de M " en fonction den.

-1 0 -2
Partiell: Soit J=| 1 1 1
1 0 2

1) Calculer J? ; en déduire que la matrice J n’est pas inversible dans M ) (]R) .
2) On considére 'ensemble : E = {al +bJ; (a, b) e Rz}

a)- Montrer que E est stable par la multiplication des matrices.
b)- Quels sont les éléments de E admettant dans E un inverse pour la multiplication ?

c)- Résoudre dans E les équations suivantes: X*=1 et X=X
3) a)- Montrer que M € E.

b)- Montrerque: VneN, M" = (1— (—2)”)J + (—2)n |
Partie III : I’espace vectoriel (]R3 ,+, -) est rapporté ala base B = (él, €,6& ) telle que :

a-10-) i e-(1-) 5 e-(-211
Soit j 'endomorphisme de R®dont la matrice dans la base Best J .

1) Déterminer une forme réduite de J .

2) En déduire dim Im(j)et dim ker(j).
3) Donner une base de Im( j) ainsi qu'une base deker ().
4) Montrer que pour toutu € R®, u— j(u) =v(u) appartienta ker( j).
En déduire que tout vecteur U e R® s'écrit: U=s+V avec selm(j) et veker(j)

5) Vérifier que Im( j ) N ker( j ) = {0} et en déduire I'unicité du couple (s, V) .

EXERCICE3 |

Soit f,la fonction définie sur I'intervalle [O, 1] par f, (X) = €. Pour tout N € N", on définit la fonction
f, sur[0,1] par: f.(x)=(1-x)"e*
1
OnposepourtoutneN: u = _[0 f, (x)dx

1) Calculer u,.

2) a)- Montrer que pour toutne N,ona: u >0

n

b)- En déduire que la suite (un ) est convergente.
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1
3) a)- Montrer que pour toutne N,ona: U, <——
n+1
b)- Déterminer la limite de la suite (Un )
1 n+1

4) a)- Etablir pour tout n € N, larelation suivante: U, 3 3

b)- En déduire lim nu, .

nN—+0o
K Ak
. _ 3 (_1) 3 -3
5) On pose pour touthneN: Vv =) ————¢€
o k!
a)- Déterminer limv, .
N—+00
~1)"n!
('n

b)- Montrer que toutne N,ona: U, A n

| EXERCICE4 |

On se donne trois carrés accolés de coté 1 comme sur la figure suivante :

E F

Onpose: HAD = arctan(a) et HBC = arctan(b)

1) Déterminer les valeurs numériques de aetb.

2) Monter que les triangles AFH et HCB sont semblables.

3) Déduire de ce qui précede que : C/Bﬁ = N—I\F et que: arctan (%j + arctan (%j =

y 7

FIN DE L’EPREUVE

r
4
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