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  الثانية بكالوريا علوم رياضية

                                                                 ( ) ( ) ( ) ( )2 2, ; , ; , * , ,
2 2

ax by ay bxa b x y a b x y + +⎛ ⎞∀ ∈ ∀ ∈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                                                                                        2 *1 1, /E m m m
m m

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − ∈ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

     

1ليكن )1 1( ) ,X m m m
m m

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 و  1( ) ,X n n n
n n

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

m* ؛ إذن E عنصرين من المجموعة n* و∋ ∈.   

1                                                                             :لدينا      1 1 1( )* ( ) , * ,X m X n m m n n
m m n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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                                                                                                          1 1,mn mn
mn mn

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                                                                                                                  ( )* ( ) ( )X m X n X mn=  
m*   وبما أن  n* و∋ mn*فإن  , ∋ ):  وعليه فإن  . ∋ )* ( )X m X n E∈.   

):    وبالتالي فإن  ) 2, ; *X Y E X Y E∀ ∈    .E في المجموعة قانون داخلي* إذن  . ∋

: لدينا ) 2

*:
1 1( ) ,

E

m m m m
m m

ϕ

ϕ

→

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

  ) أ 

  i .  ليكن( ) 2*,m n 1: لدينا  , ∋ 1 1 1 1 1( ) , , * , ( )* ( )mn mn mn m m n n m n
mn mn m m n n

ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

) من تشاآل ϕ     إذن ) نحو×,*( ),*E.      ( ) 2*, : ( ) ( )* ( )m n mn m nϕ ϕ ϕ∀ ∈ =  

  ii .ليكنX E∈ , إذن:* 1 1! / ,m X m m
m m

⎛ ⎞∃ ∈ = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

!* ؛ ومنه  / ( )m X mϕ∃ ∈   E نحو* منتقابلϕ ؛ وعليه فإن=

) منتشاآل تقابلي ϕ      وبالتالي فإن ) نحو×,*( ),*E.    

) تشاآل تقابلي منϕبما أن)  ب ) نحو×,*( ),*Eوأن ( )فإن,  زمرة تبادلية ×,*( ),*Eادلية  زمرة تب.  

) في× هو العنصر المحايد بالنسبة للقانون1     لدينا  )في* ومنه فإن العنصر المحايد بالنسبة للقانون  , ×,*( ),*E(1) :   هو (2,0)ϕ =.  

1    ليكن  1( ) ,m m m
m m

ϕ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

)مماثل . E عنصرا من )mϕفي*  للقانون  بالنسبة( ),*Eهو   :   

   ( ) 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) , ,1 1m m m m
m m m m m

m m

ϕ ϕ ϕ−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = = + − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 )     . 10 0m
m

≠ ⇒ ≠(   

2{                              :                                        نعتبر المجموعة ) 3 2 4y x= }  و − 2( , ) / 2F x y x= ∈ ≥  
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21:     نضع )    أ  1, / 0G m m m
m m

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − ∈ >⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

F:  لنبين أن     .   G=؟    

     G F⊂   : 1ليكن 1X m m G
m m

⎛ ⎞= + − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

0mإذن   ,     :  لدينا  .<

2 2
2 2

2 2

1 1 1 14 2 4 2m m m m
m m m m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = + + − = − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   

 :         تذآير                     
2

( , ) : 2a b a b ab+∀ ∈ + 1:     تطبيق  . ≤ 1 12 2m m m
m m m

+ ≥ × ⇒ + ≥        

X:  نجد  ,                     وبناءا على ما سبق F∈ .  أن  ومنه نستنتجG F⊂.   

   F G⊂  : ليكن( , )x y F∈ ,  2: إذنx 2  و  ≤ 2 4y x= 0mنبحث عن . − 1:  بحيث < 1( , ) ,x y m m
m m

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ؟

1 2
1 1 2( , ) , 2 21

x ymm x ym x
mx y m m

m m x y mm y m x ym

+⎧⎧ == ++ = ⎧ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⎛ ⎞= + − ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨⎜ ⎟ = −⎝ ⎠ ⎪ ⎪ ⎪ =− = ⎩⎪ −⎪⎩ ⎩

  

xلأن : (                  ونعلم أن  y≠ ( 2 2 2 2 24 4 ( )( ) 4
2

x yy x x y x y x y
x y

+
= − ⇒ − = ⇒ + − = ⇒ =

−
  

من أجل                  
2

x ym +
1:  لدينا  , = 1( , ) ,x y m m

m m
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

0m: لنبين أن  .      ؟<

)لدينا                    )( ) 4 0x y x y+ − = xإذن , < y+و x y− 2ولدينا .  لهما نفس الإشارة 0x ≥   :إذن  . <

                0 0y x y x≥ ⇒ + ≥ 0 و < 0 0 0y y x y x x y≤ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ > ⇒ + 0: ومنه فإن  . <
2

x ym +
= >.   

)إذن                  , )x y G∈ .  ومنه نجد :F G⊂.   
F: وبالتالي فإن      G=.    

i . 21: لدينا )   ب 1, / 0F m m m E
m m

⎧ ⎫⎛ ⎞= + − ∈ > ⊂⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

.   

              ii . F ≠ 1m لأن من أجل    ∅ (2,0): لدينا  , = F∈.    

              iii .  1ليكن 1,X m m
m m

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 و  1,Y n n
n n

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :إذن  .F عنصرين من المجموعة

                   1* ( )* ( ) ( )* ,m m n m nX Y m n m
n n n m n m

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= = = = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 و 
0

0
0

m m
n n
>⎧

⇒ >⎨ >⎩
.   

X*:                     ومنه فإن  Y F′∈      . ( ) 2, : *X Y F X Y F′∀ ∈ ∈  

):     وبالتالي فإن  ),*F زمرة جزئية من ( ),*E.    
  
  

I p 5 و عدد صحيح طبيعي أوليp ≥.   

5p أولي وpلدينا) 1      3 أولي إذن3 و ≤ 1p∧ 23ومنه) ان فيما بينهما  أوليp و3 ( = 1p∧ ]:  وعليه فإن = ]0 3p ≡.   

]:             ومنه نستنتج أن  ]1 3p ]    أو    ≡ ]2 3p   :ندرس هاتين الحالتين  .  ≡

         i .    إذا آان[ ]1 3p ]: فإن  , ≡ ]2 1 3p ≡ .                 ii  . إذا آان[ ]2 3p ]:فإن  , ≡ ]2 4 3p ] إذن ≡ ]2 1 3p ≡ .   

]    :         وبالتالي فإن  ]2 1 3p ≡.       
5p و عدد صحيح طبيعي أولي pلدينا) أ) 2      / عدد فردي ومنه pإذن , ≤ 2 1q p q∃ ∈ =    ومنه +

            2 2 2(2 1) 4 4 1 4 ( 1) 1p q q q q q= + = + + = + 2: إذن  . + 1 4 ( 1)p q q− = +.   
1q  وqلدينا)        ب )إذن,  عددان صحيحان طبيعيان متتابعان + 1)q q   ومنه . عدد صحيح طبيعي زوجي +
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          / ( 1) 2k q q k∃ ∈ + 2: إذن  .  = 1 8p k− ]:              ومنه نجد  .       = ]2 1 8p ≡.      

: لدينا .  أعداد نسبية c وb وa:   خاصية) 3    
/
/ /

1

a c
b c ab c
a b

⎧
⎪ ⇒⎨
⎪ ∧ =⎩

  

/لدينا : برهان         /a c m c am⇒∃ ∈ / و= /b c n c bn⇒∃ ∈ 21 و= ( , ) / 1
Bezout

a b u v au bv∧ = ⇒ ∃ ∈ + =.   
):                   إذن  )c cau cbv bnau ambv ab nu mv= + = + = ab/:  ومنه نستنتج أن + c.   

1aالخاصية ليست صحيحة إذا آان : ملاحظة        b∧ 8 لكن12 يقسم4 و12يقسم 2: مثال مضاد  . ≠ 2 4= 2؛12 لا يقسم × 4 2∧ =.  
]لدينا : تطبيق        ]2 1 3p ] و≡ ]2 1 8p ) إذن ≡ )23 / 1p ) و− )28 / 1p 3 و− 8 1∧ ) إذن= )224 3 8 / 1p= × ] أي − ]2 1 24p ≡ 

IIليكن a 24:  عددا صحيحا طبيعيا حيث 1a ∧ =.   
24لدينا) أ) 1    1a ∧ 24 وهذا يتناقض مع24 و a قاسما مشترآا ل2 زوجيا لكان aلو آان(  عدد صحيح طبيعي فرديaإذن , = 1a ∧ =  (

]: أن           ومنه نستنتج  ]2 1 8a   ) . ب -I -2 أ و-I -2اتبع نفس خطوات السؤالين  ( ≡

24         ولدينا 1a ∧ ]إذن  , = ]0 3a ]لو آان ( ≡ ]0 3a 24ض مع وهذا يتناق24 وa قاسما مشترآا ل3 لكان ≡ 1a ∧ =.  (  

]         إذن  ]1 3a ] أو≡ ]2 3a ]إذن  . ≡ ] [ ]21 3 1 3a a≡ ⇒ ] و ≡ ] [ ] [ ]2 22 3 4 3 1 3a a a≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡.   

]         لدينا  ]2 1 8a ]  و ≡ ]2 1 3a 3 و ≡ 8 1∧ ]:    ؛ إذن = ]2 1 24a ≡ .    

}:         حيث23aو...  و2a و1aنفترض أنه توجد أعداد صحيحة طبيعية)     ب }1,..., 23 : 24 1kk a∀ ∈ ∧ =   

2                                                                              و                        2 2
1 2 23... 23997a a a+ + + =.   

}       لدينا }1,..., 23 : 24 1kk a∀ ∈ ∧ }إذن  . = } [ ]21,..., 23 : 1 24kk a∀ ∈ ]: ومنه فإن ≡ ]2 2 2
1 2 23... 23 24a a a+ + + ≡   

]      ولدينا  ]23997 21 ]: إذن  . ≡24 ]23 21 ] أي ≡24 ]2 0    . !  وهذا تناقض≡24

}:         حيث23aو...  و2a و1aلا توجد أعداد صحيحة طبيعية: خلاصة        }1,..., 23 : 24 1kk a∀ ∈ ∧ =   

2                                                                                                   و   2 2
1 2 23... 23997a a a+ + + =.   

  

I نعتبرfالدالة العددية المعرفة على المجال [ ):                  بما يلي ∞+,0] )
2

( ) 2 ; 0
(0) 0

xf x x e x
f

−⎧⎪ = + >⎨
⎪ =⎩

.    

)     وليكن )fCمنحناها في معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j ) .  2= الوحدةcm. (   

2Xنضع) أ) 1   
x

= 0x  إذن− X+→ ⇒ ):ومنه ∞−→ )
2

0 0

2lim ( ) lim 2 lim 2 0 (0)Xx
Xx x

f x x e e f
X+ +

−

→−∞→ →

⎛ ⎞= + = − + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

limلأن            0X

X
e

→−∞
   .0 في النقطة متصلة على اليمين  fوبالتالي فإن . =

2X نضع)     ب
x

= 0x  إذن− X+→ ⇒   : ومنه ∞−→

      ( )
2

0 0

( ) (0) 2lim lim lim 1 lim 0
0

X X Xx
X Xx x

f x f x e X e e Xe
x x+ +

−

→−∞ →−∞→ →

− +
= = − = − =

−
lim: لأن 0X

X
Xe

→−∞
lim و= 0X

X
e

→−∞
=  

) ولدينا 0 في قابلة للإشتقاق على اليمين  f        إذن )' 0 0df = .    

[ليكن)      ج [0,x ∈   : لدينا . ∞+

           ( ) ( )22 2 2 2 2

2 2

1 32 2( 2) ( 2) ( 2) 1 ( 2) 0x x x x x
x

f x x e x e x e x e e
x x x

− − − − −
′ ′ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + = + + + − = + + = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

] على المجالتزايدية قطعا f       إذن [0,+∞.   

2Xنضع )  أ) 2   
x

= 0xإذن  . − X −→ +∞⇒ ):  ومنه→ )
2

0
lim ( ) lim ( 2) lim 2 2

X
x

x x X

ef x x e X
X−

−

→+∞ →+∞ →
= + = − + = +∞   
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): نضع )        ب ) 1tu t e t−= +  و −
2

( )
2
tv t ] لكل = [0,t ∈ +∞.   

] قابلتين للإشتقاق مرتين على المجالv وu       لدينا u و∞+,0] v و′ ] المجالعلى متصلتين ′   :  ولدينا ∞+,0]

       ( ) 1tu t e −′ = − ) و+ ) tu t e −′′ ) و= )v t t′ ) و= ) 1v t′′ ]  لكل= [0,t ∈ +∞.   

]      بما أن  لكل  [0,t ∈ +∞ : 0 0 0 1 0 ( ) ( )tt t e u t v t− ′′ ′′≥ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤    ؛ ≥

:           فإن 
0 0

0 : 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
x x

x u t dt v t dt u x v x′′ ′′ ′ ′∀ ≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ (0) لأن ∫ (0) 0u v′ ′= = .   

:          ومنه فإن 
0 0

0 : 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
t t

t u x dx v x dx u t v t′ ′∀ ≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ (0) لأن ∫ (0) 0u v= =.   

]:                             وبالتالي فإن  [
2

0, : 0 1
2

t tt e t−∀ ∈ +∞ ≤ + − ≤.   

0xليكن )      ج 2لدينا  . < 0
x
:    نجد ,  وبتطبيق السؤال السابق <

22 2

2

2 1 2 2 20 1 0 1
2

x xe e
x x x x

− −⎛ ⎞≤ + − ≤ ⇒ ≤ + − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                               
2

2

2 2 21 1xe
x x x

−
⇒ − ≤ ≤ − +  

                                       ( ) ( ) ( )
2

2

2 2 21 2 2 1 2xx x e x
x x x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ − + ≤ + ≤ − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                                                2

4 4 2 42 2 ( ) 2 2x f x x
x x x x

⇒ + − − ≤ ≤ + − − + +  

                         2

4 4 2( )x f x x
x x x

⇒ − ≤ ≤ + −  

                           2

4 4 2( )f x x
x x x

⇒ − ≤ − ≤ −  

lim: لدينا )      د ( )
x

f x
→+∞

= 2 ولدينا ∞+

4 4 20 : ( )x f x x
x x x

∀ > − ≤ − ≤ 4lim و− 0
x x→+∞

− 2 و=

4 2lim 0
x x x→+∞

− =.   

lim:         إذن  ( ) 0
x

f x x
→+∞

− )ومنه نستنتج أن المنحنى . = )fCيقبل مقاربا مائلا ( yلته  معاد∞+ بجوار∆( x=.   

)إنشاء المنحنى) 3    )fC:  
 

( )fC  
( ) : y x∆ =  

O i

j  
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II  ليكن *n ] الدالة العددية المعرفة على المجالnfو  ∋ :           بما يلي ∞+,0]

22( ) ; 0

(0) 0

x
n

n

f x x e x
n

f

−⎧ ⎛ ⎞= + >⎪ ⎜ ⎟
⎨ ⎝ ⎠
⎪ =⎩

  

2Xنضع ) 1   
x

= 0x: إذن  . − X+→ ⇒   : ومنه  فإن ∞−→

       
2

0 0

( ) (0) 2 1lim lim 1 lim 1 lim 0
0

X X Xn n x
X Xx x

f x f Xe e e Xe
x nx n n+ +

−

→−∞ →−∞→ →

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
limلأن 0X

X
Xe

→−∞
=.   

):  ولدينا 0شتقاق على اليمين في   قابلة للإnf        إذن ) (0) 0n d
f ′ =.    

0xليكن ) 2    : لدينا.  <
2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2( ) 1 0x x x x
nf x x e x e x e x e

n n n x n x
− − − −

′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = + = + + + − = + + >⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
   

]  دالة تزايدية قطعا على المجالnf      إذن [0,+∞.    

[  متصلة وتزايدية قطعا على المجالnfلدينا) أ) 3    [ من المجالتقابل nf ؛ إذن∞+,0] [  نحو المجال∞+,0] [( ) ] [0, 0,nf +∞ = +∞.   

[          وبما أن  [2 0,
n
∈ [ ؛ فإن  ∞+ [ ( ) 2! 0, /n n na f a

n
∃ ∈ +∞ = .  

0xليكن)     ب n* و<   : لدينا  . ∋

          
2 2 2

1
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 1

1 1 1 1
x x x

n nf x f x x e x e e
n n n n n n n n

− − −

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − = + − − + − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

:                                             إذن 
2

1
2 2 2( ) ( ) 1

1 ( 1)
x

n nf x f x e
n n n n

−

+

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

:         ومنه فإن 
2 22 20 0 1 1 0

( 1)
x xx e e

x n n
− −⎛ ⎞

> ⇒ − < ⇒ < ⇒ − − >⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
.   

*:           وبالتالي فإن 
1

2 20; ; ( ) ( )
1n nx n f x f x

n n+∀ > ∀ ∈ − > −
+

.     

1لأن:                       (لدينا )      ج 1( ) 0n nf a+ + = ( 1 1 1 1
2 2 2( ) ( ) 0 ( )

1n n n n n nf a f a f a
n n n+ + + +− > − ⇒ > −
+

  

                                                                            1
2( )n nf a
n+⇒ <  

] تقابل منnfلأن            (  ] نحو∞+,0] [0,+∞      (1
1

2
n na f

n
−

+
⎛ ⎞⇒ < ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)2لأن                                               (    )n nf a
n

=      ( 1n na a+⇒ <  

)        وبالتالي فإن  ) *n n
a

∈
* ( 0 متتالية تناقصية ؛ وبما أنها مصغورة  بالعدد  : 0nn a∀ ∈ limنضع . ؛ فإنها متقاربة  ) < nn

a a
→+∞

=  

:      لدينا )      د
2 2 2 22 2 2 2 2( ) 2 2 2 2na n n n

n n n n n nf a a e a e na e na e
n n n n n

−⎛ ⎞= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

*لدينا )    هـ  : 0nn a∀ ∈ limإذن . < 0nn
a a

→+∞
= 0aنفترض أن  .  ≤ 0a:  ؛ إذن ≠ >.   

:         ولدينا 
2

* : 2 2na
nn na e∀ ∈ = lim و − nn

na
→+∞

=  لكن ∞+
2 2

lim 2 2 2 2na a
n

e e
→+∞

− =   :وبالتالي فإن . وهذا تناقض  . −

lim 0nn
a

→+∞
=  

IIIنعتبر الدالة العددية Fالمعرفة على المجال [ ]:    بمايلي ∞+,0] [
2

0, : ( ) ( )
x

x
x F x f t dt∀ ∈ +∞ = ∫.    

0xليكن ) أ) 1    ] تزايدية قطعا على المجالfلدينا . < 2x  و ∞+,0] x≤ .  إذن :  
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         [ ], 2 : 2 ( ) ( ) (2 )t x x x t x f x f t f x∀ ∈ ≤ ≤ ⇒ ≤ : إذن . ≥
2 2 2

( ) ( ) (2 )
x x x

x x x
f x dt f t dt f x dt≤ ≤∫ ∫ ∫.   

)                        :         ومنه فإن  ) ( ) (2 )xf x F x xf x≤ 0xلكل        ≥ >.   

0لدينا )      ب : ( ) ( )x F x xf x∀ > lim ولدينا ≤ ( ) lim ( )
x x

f x xf x
→+∞ →+∞

= +∞⇒ = lim:ومنه نستنتج أن  .  ∞+ ( )
x

F x
→+∞

= +∞  

] متصلة على المجالfلدينا) أ) 2    ]  على المجالf دالة أصلية للدالةψلتكن  . ∞+,0]   :إذن . ∞+,0]

          [ [
2

0, : ( ) ( ) (2 ) ( )
x

x
x F x f t dt x xψ ψ∀ ∈ +∞ = = −∫.   

2x        بما أن  xقابلة للإشتقاق على المجال ] [ وتحول المجال ∞+,0] [ نحو المجال ∞+,0]    قابلة للإشتقاق علىψ وبما أن ∞+,0]

[        المجال 2)  ؛ فإن  ∞+,0] )x xψى المجال قابلة للإشتقاق عل] [ قابلة للإشتقاق على المجالFوبالتالي فإن . ∞+,0] [0,+∞.   

]:         ولدينا  ] ( )0 : ( ) ( ) (2 ) 0 : ( ) (2 )F xx xf x F x xf x x f x f x
x

⎡ ⎤∀ > ≤ ≤ ⇒ ∀ > ≤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦
 و

0
lim ( ) 0
x

f x
+→

   و=

        
0

lim (2 ) 0
x

f x
+→

:  فإن  =
0 0

( ) (0) ( )lim lim 0
0x x

F x F F x
x x+ +→ →

−
= =

−
(0) و0 قابلة للإشتقاق على اليمين في F إذن 0dF ′ =.   

] قابلة للإشتقاق على المجالF        وبالتالي فإن  [0,+∞.    
(0)نعلم أن ) أ(حسب )      ب 0dF ′ 0xليكن  . =   : لدينا  . <

              ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

( ) (2 ) ( ) 2 (2 ) ( ) 2 (2 ) ( ) 2 2 2 2x xF x x x x x x f x f x x e x eψ ψ ψ ψ
− −′ ′′ ′ ′= − = − = − = + − +   

  

                                  
2 1 2 1 1 1

( ) 4( 1) ( 2) ( 2) 1 ( 2) 4( 1)x x x x x xF x e x e x e x e x e x e
− − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞

′ = + − + = + − − + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

  

:          ومنه فإن 
2 1 1

( ) ( 2) 1 (3 2)x x xF x e x e x e
− ⎡ ⎤⎛ ⎞

′ = + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.  

                                      :                       وبالتالي فإن 

( )

2 1 1

( ) ( 2) 1 (3 2) ; 0

0 0

x x x

d

F x e x e x e x

F

−⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞
′ = + − + + >⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎨ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎪ ′ =⎩

  

: لدينا ) 3   
1 110 0 1 1 0x xx e e

x
> ⇒ > ⇒ > ⇒ − )      و     < )

1

3 2 0xx e+ 0  و< 2 0x x> ⇒ + >.   

0:         إذن  : ( ) 0x F x′∀ > ] تزايدية قطعا على المجالF:  ومنه فإن < [0,+∞.  

] على  المجالF    جدول تغيرات الدالة     [0,+∞:   
0                                                    +∞  x 
0                          + ( )F x′  
                                                       +∞  
0 

( )F x  
 

                                                        { } 2

11 : ( )
( 1)
izz f z
z

−
∀ ∈ − − =

+
    

             :   لدينا .  عددا حقيقيا yليكن) أ) 1

2

2

2 2

2

1( )
( 1)

1 ( 1 2 )
1 2 ( 1)

1 2
(1 )(1 ) 0

yf iy iy iy
iy

y iy y iy
y y iy y

y y
y y y

− −
= ⇔ =

+
⇔ − − = − + +
⇔ − − = − + − +

⎧− − = −
⇔ ⎨

− + =⎩

  

  

 التمرين 4 :
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                                                 ( ) ( ) ( )

22 1 0
0 1 1

1

y y
y y y

y

⎧ − − =⎪⇔ ⎨
= ∨ = ∨ = −⎪⎩

⇔ =

  

  :لدينا )    ب

                        

( )

2

2

3 2

3 2

1( )
( 1)

1 ( 2 1)
1 2

2 (1 ) 1 0 : *

izf z z z
z

iz z z z
iz z z z

z z i z

−
= ⇔ =

+
⇔ − = + +
⇔ − = + +
⇔ + + − + =

                                                                                 

)     نعلم أن    )f i i=إذن iحل للمعادلة ( 3 ننجز القسمة الأقليدية ل . *( 22 (1 ) 1z z i z+ + − z على+ i− آمايلي    :  

                                 z i−                      3 22 (1 ) 1z z i z+ + − +   
                                                                                     3 2z iz−             

                        2 (2 )z i z i+ + +           2(2 ) (1 ) 1i z i z+ + − +  
                                                                 2(2 ) (1 2 )i z i z+ + −             

1iz +  
1iz +  

  
 00  

                                   

:                            إذن 
( )( )

( )

2

2

( ) (2 ) 0

(2 ) 0 : **

f z z z i z i z i

z i z i z i

= ⇔ − + + + =

⇔ = ∨ + + + =
  

)      نحل المعادلة  لدينا  :  **(
22(2 ) 4 7 1 4 4 3 3i i i i∆ = + − = − + − = )إذن للمعادلة . =   : حلين هما **(

      (2 ) 3 3 11
2 2 2
iz i− + +

= = − + 2)  أو   − ) 3 3 11
2 2 2
iz i− + −

= = − − −  

)     وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة )f z z=3:   هي  في 1 3 1, 1 , 1
2 2 2 2

S i i i
⎧ ⎫⎪ ⎪= − + − − + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.    

)0    بما أن ) 0e zℜ 0zفإن  , = i= .  1وبماأن 2( ) ( )e z e zℜ >ℜ 1 فإن
3 11

2 2
z i= − + 2 و −

3 11
2 2

z i= − − −.   

:                   لدينا ) أ) 2
11

6
1

3 1 111 cos sin 1, 1, 2 1,
2 2 6 6 6 6 6

i
z i i e

ππ π π π ππ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − = − = − = − + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
    

        و                        
7
6

2
3 1 71 cos sin 1, 1, 1,

2 2 6 6 6 6 6
i

z i i e
ππ π π π ππ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − − = − − = − = + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.      

: لدينا )   ب
11 11 11 11 11 11 17

6 12 12 12 12 2 12 12
1

11 11 111 2 sin 2sin 2sin
12 12 12

i i i i i i i i
z e e e e i e e e e

π π π π π π π ππ π π−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

       و              
7 7 7 7 7 7 13
6 12 12 12 12 2 12 12

2
7 7 71 2 sin 2sin 2sin
12 12 12

i i i i i i i i
z e e e e i e e e e

π π π π π π π ππ π π−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

2  : لأن      
i

e i
π

   : ولدينا  . =

                               7 3 2 1 2 6 2sin sin sin cos cos sin
12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4
π π π π π π π +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     

   11 3 2 1 2 6 2sin sin sin sin sin cos cos sin
12 12 12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4
π π π π π π π π ππ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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:       ومنه نجد 
17 17
12 12

1
6 2 6 22

4 2
i i

z e e
π π− −

=   و  =
13 13
12 12

2
6 2 6 22

4 2
i i

z e e
π π+ +

= =.    

iz نضع )3 e α= 0:  حيث α π≤ <.   
  

11: لدينا )    أ 1z z z z
z

= ⇒ = ⇒ : إذن  . =
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 22 2

1 1( )
( 1) ( 1) 1 1
iz i z iz z z iz z i zf z z
z z z zz z z

⎛ ⎞− − − − − − − +
= = = = = −⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ +

   

:      ومنه 
( )2

1( ) ( )
1
izf z iz izf z

z
−

= =
+

.   

: لدينا)   ب
2

1 0
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( 1) ( ) 0 1 0( ) 0

( 1)

z i
iz z i

f z f z izf z f z iz f z iz
f z z i

z

=⎧
+ = =⎧ ⎧⎪+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ ⇔ ⇔−⎨ ⎨ ⎨== = −⎩ ⎩⎪ +⎩

  

0لأن :                                           (      إذن  α π≤ <( 
[ ]

[ ]

2
2( ) ( ) 0

22
2

i

i

e i
f z f z

e i

α

α

πα π
πα

πα π

⎧ ≡⎪⎧ =⎪ ⎪+ = ⇔ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨
= −⎪⎩ ⎪ ≡ −

⎪⎩

  

                              :لدينا)     ج
( )

1 1 1
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2

1 1( ) ( )
1 2cos

2

i i i

ii i
i

i
i i i i

e e e
ie e ef z f e
e ee e e

π π πα α α
π

α α
α

α α α α
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  

                   
1 1 3 2
2 2 2 2 4

2 2 2

12 sin sin sin
2 2 1 14 2 4 2( )

2 24cos cos cos
2 2 2

i i i i
i

f z e e e
π π π αα α π α

π π α π αα

α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

0                    :      وذلك لأن 0 sin 0
2 2 4 2 4 2 4 2
α π π α π π π αα π ⎛ ⎞≤ < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ + < ⇒ + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
        و 

0 0 cos 0
2 2 2
α π αα π ⎛ ⎞≤ < ⇒ ≤ < ⇒ >⎜ ⎟

⎝ ⎠

  

:          لدينا ) 4
1 / 0 2

11 ( ( ))( ( ))
22

iz z e

e f ze f z

α α π⎧ = ⎧ = ≤ <
⎪ ⎪⇔⎨ ⎨

ℜ =ℜ =⎪ ⎪⎩⎩

  :ولدينا  . 

                     2

2

sin
1 3 2 1 3 24 2( ( )) cos sin cos cos
2 4 2 4 2 4 22cos

2

e f z

π α
π α π α π α α

α

⎛ ⎞+⎜ ⎟ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ℜ = ⇔ = ⇔ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                      21 2 2( ( )) cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2

e f z α α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ℜ = ⇔ − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

                                  ( )2 2 2 21 1 1( ( )) cos sin cos cos cos
2 2 2 2 2 2 2

e f z α α α αα⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ℜ = ⇔ − − = ⇔ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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[ ]

[ ]
2 2 2

2
1 1 1 1 2 3( ( )) 2cos 1 cos cos cos

22 2 2 2 2 4 2 2 2
2 3

e f z

α π π
α α α α

α π π

⎧ ≡ ±⎪⎛ ⎞ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ℜ = ⇔ − − = ⇔ = ⇔ = ± ⇔ ⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ≡ ±
⎪⎩

  

                                                                                                                   
[ ]

[ ]

2 4
1 3( ( ))

42 4
3

e f z

πα π

πα π

⎧ ≡ ±⎪⎪ℜ = ⇔ ⎨
⎪ ≡ ±
⎪⎩

  

        

]: ولدينا       ]
2
32 1 34

3 2 2
iiz e e i j

π
απα π≡ ⇒ = = = − + ]  و = ]

2
32 1 34

3 2 2
iiz e e i j

π
απα π

−
≡ − ⇒ = = = − − =  

]         و       ]
4 2
3 34 4

3
i iiz e e e j

π π
απα π

−
≡ ⇒ = = = ]   و   = ]

4 2
3 34 4

3
i iiz e e e j

π π
απα π

−
≡ − ⇒ = = = =  

:       وبالتالي فإن 
2
31 3

2 2
i

z j i e
π

= = − +    أو =
2
31 3

2 2
i

z j i e
π

−
= = − − =            .  { },S j j=   

:       لنحل النظمة التالية          :  أخرى طريقة    
( )

1
1( )
2

z

e f z

⎧ =
⎪
⎨
ℜ =⎪⎩

      .  

1z   لدينا ):  لدينا  - أ -3إذن حسب السؤال  . = ) ( )f z izf z=أن   ومنه نستنتج  :  

                                     

( ) ( )

2

2

2 2

2

2

2 4
3 3

2

1( ) ( ) ( ) 2 ( ) 1
2

( ) ( ) 1
( 1) ( ) 1

1( 1) 1
( 1)

( 1)( 1) ( 1)
1 2 1

2 2 2 0
1 0

1 3 1 3
2 2 2 2

i i

e f z f z f z e f z

f z izf z
iz f z

iziz
z

iz iz z
z z z

z z
z z

z e z e

z j i z j j i

π π

ℜ = ⇔ + = ℜ =

⇔ + =
⇔ + =

−
⇔ + =

+
⇔ − + = +
⇔ − − = + +
⇔ + + =
⇔ + + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ = ∨ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⇔ = = − + ∨ = = = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   

}:                              وبالتالي فإن     },S j j=.      

   : من التمرين الثانيI – 1طريقة أخرى لإنجاز السؤال 
)        نضع  )2 1m p p= ): لدينا.− )( )1 1m p p p= − 3:  هو جداء ثلاثة أعداد متتابعة ؛ إذن mإذن . + / m ومنه  ( )23 / 1p p −  
5p أولي و p        وبما أن 3p فإن ≤ 3: إذن  . p لا يقسم3 و < 1p ∧ =.   

):          وعليه فإن  ) ( )
2

23 / 1
3/ 1

3 1

Gaussp p
p

p

⎧ −⎪ −⎨
∧ =⎪⎩

]:                     وهذا يعني أن  . ⇒ ]2 1 3p ≡.   

     : من التمرين الثانيII – 1طريقة أخرى لإنجاز السؤال 
    
24   لدينا      1a ∧    .∋a  و=

1:  إلى جداء عوامل أولية a       لنفكك 2
1 2 ... r

ra p p pα α α= 1 حيثp2 وpو...  وrp 1أعداد صحيحة طبيعية أولية وα2 وαو...  وrα  



 - 10 -

  .                                                أعداد صحيحة طبيعية غير منعدمة 
324  ( 3 و 2  هي 24      نعلم أن القواسم الأولية للعدد  2 3= 24وبما أن   ) . × 1a ∧    لا يوجدان في3 و 2أي  . a لا يقسمان3 و 2 فإن =

  :لدينا  , I – 1وحسب  . 5أي أآبر من أو يساوي  . 3 أعداد أولية أآبر قطعا من rpو. .. و2p و1pومنه فإن الأعداد . a      تفكيك 
      { } [ ]1, 2,..., : 1 3ii r p∀ ∈   :        ومنه فإن  ≡

                                                    ( ) ( ) ( ) [ ]1 21 2 1 22 22 2 2 2 2
1 2 1 2... ... 1 1 ... 1 3rr r

r ra p p p p p p a
α α αα α α α α α= = ⇒ ≡ × × ×  

                                                                          [ ]2 1 3a⇒ ≡  

  :ويحقق ما يلي  )  Nombre de Jacobi(  يسمى عدد جاآوبي jالعدد العقدي     :  نتيجة   

                            21 0j j+ + 3   و  = 1j 2j  و  = j=  و  
2
31 3 21,

2 2 3
i

j i e
π π⎡ ⎤= − + = = ⎢ ⎥⎣ ⎦

 4j j=  

( ) 2: ! , /z a b z a bj∀ ∈ ∃ ∈ = +  

  . ثالثة للوحدة وصورها في المستوى العقدي هي رؤوس مثلث متساوي الأضلاع هي الجذور الj  و  j و 1                  الأعداد العقدية 
    

                                                        
  

2ab:  بحيث * أعدادا من c وb وa لتكن             :تمرين  c=  1  وa b∧ =.   
2b           :   بين أن                        n=و  * * 2( , ) /m n a m∃ ∈ ×     ؟=
dنضع : الجواب  a c= 1m: إذن  . ∧ n∧ c  و= dn=و * *( , ) /m n a dm∃ ∈ × =.   

2: لدينا               2 2 2ab c bdm d n bm dn= ⇔ = ⇔ 21 :  ولدينا  . = 1m n m n∧ = ⇔ ∧ =.   

2bm:              بما أن  dn= فإن    :
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b/2:             يكفي أن نبين أن  n؟   
2bm:             لدينا   n d= 2:  إذن/b n d .  1: لهذا يكفي أن نبين أنb d∧    ؟=
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a/:   ومنه فإن bδ 1aوبما أن  . ∧ b∧    إذن 1δ/:  فإن=

           1δ 1b: ومنه فإن . = d∧ : وعليه فإن  .  =
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)             من  )iو ( )ii ,  2: نستنتج أنb n=.    

2:             ولدينا  2 2bm dn n m dn m d= ⇒ = ⇒ a: وبما أن  . = dm= 2:  فإنa m=   
1m         :خلاصة                 n∧ c      و     = dn=       و     * *( , ) /m n a dm∃ ∈ × =  
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   ***انتهى***  

:لدينا .  عددا صحيحا طبيعيا  p   ليكن
( ) [ ]1 ! 1 0p p− + ≡ ⇔ p  أولي  

:  عددا صحيحا طبيعيا غير منعدم بحيث  n p عددا أوليا موجبا وليكن ليكن)  أ  

.  [ ]1 1pn p− ≡ 1n               :لدينا .  p∧ =           

:لدينا  ,  a p  ولكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم  لكل عدد أولي موجب ) ب   

[ ]pa a p≡                   


