

	ن ا�������
������� ا���	��   ا�������
�� ا�  2010ا
!��راآ��   �م ا��

 

www.riyadiyat.net                                                                                               admin@riyadiyat.net  1 

ا��
	�� ا�ول  
����� �	آ� و ���ع ا�����  -)1(((( ))))S  

 �����                          :(((( )))) (((( )))) 2 2 2, 2 4 6 11 0M x y S x y z x y z∈ ⇔ + + − − − − =∈ ⇔ + + − − − − =∈ ⇔ + + − − − − =∈ ⇔ + + − − − − =  
           2 2 22 1 4 4 6 9 1 4 9 11 0x x y y z z⇔ − + + − + + − + − − − − =⇔ − + + − + + − + − − − − =⇔ − + + − + + − + − − − − =⇔ − + + − + + − + − − − − =  

                                   (((( )))) (((( )))) (((( ))))2 2 2 21 2 3 5x y z⇔ − + − + − =⇔ − + − + − =⇔ − + − + − =⇔ − + − + − =  

 ��))))  و � ))))Sآ�ه�	! ��ه! ا����� ا� (((( ))))1, 2,3ΩΩΩΩ �"#��� 5 وr ====.  
AB ()�ب - أ-)2 AC∧∧∧∧

���� �������� �������� �������� ����
  

 �����      :(((( ))))1,3, 4AB −−−−
����������������

)))) و  ))))0,3, 4AC −−−−
����������������
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∧ =∧ =∧ =∧ =

− −− −− −− −
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− − − −− − − −− − − −− − − −

� � ��� � ��� � ��� � ��
  

                               4 3j k= += += += +
� ��� ��� ��� ��

  

)�.ى    �� �/�))))ا3����ج ���د�� د���ر ))))ABC  

 �����    :(((( ))))0,4, 3AB AC∧∧∧∧
���� �������� �������� �������� ����

5
/� #�4 ا�
)�.ى � �� �"6�(((( ))))ABC  
4  إذن ���د�� �� ���9 #�4 ا�7�8  3 0y z d+ + =+ + =+ + =+ + =  

))))  و :
� أن  )))) (((( ))))0, 2,0A ABC− ∈− ∈− ∈− )))) >;ن ∋ ))))4 2 3 0 0d× − + × + =× − + × + =× − + × + =× − + × + 8d ، أي = ====.  
)))) :  و :�����! )))) : 4 3 8 0ABC y z+ + =+ + =+ + =+ + =  

)))) ()�ب -ب  ))))(((( )))),d ABCΩΩΩΩ  

�����     : (((( ))))(((( ))))
2 2 2

4 2 3 3 8
, 5

0 4 3
d ABC r

× + × +× + × +× + × +× + × +
Ω = = =Ω = = =Ω = = =Ω = = =

+ ++ ++ ++ +
  

))))    إذن ا�
)�.ى  ))))ABC ������ س�
� (((( ))))S  

C/7 :�را�/�	ي ��
)�A/B - أ-)3� ����� (((( ))))∆∆∆∆  

     �����(((( )))) (((( ))))ABC∆ ⊥∆ ⊥∆ ⊥∆ )))) و ⊥ ))))0,4, 3AB AC∧∧∧∧
���� �������� �������� �������� ����

 �/
5��  4�#(((( ))))ABC  
))))إذن     ))))0,4, 3AB AC∧∧∧∧

���� �������� �������� �������� ����
 A/B�(
�� �"D.� �"6�� (((( ))))∆∆∆∆.  

    ��)))): و ��� )))) (((( ))))1, 2,3Ω ∈ ∆Ω ∈ ∆Ω ∈ ∆Ω ∈ ∆�
5�)))) : ، إذن ا� )))) (((( ))))
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 = += += += +

ℝℝℝℝ  

    A/B�(

C/7 :�را�/�	ي ���(((( ))))∆∆∆∆.  
����� إ(�اF/�ت -  ب H GH�B� �IBJ ،(((( )))) و ∆∆∆∆(((( ))))ABC  
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 ====


= += += += +
∈ ∆ ∩ ⇔∈ ∆ ∩ ⇔∈ ∆ ∩ ⇔∈ ∆ ∩ ⇔ 
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))))   �J.ض آ7 �� ا�
��دKت  )))) و 1(((( )))) و 2(((( ))))3 !< (((( ))))44�# 7M�J و :  
     (((( )))) (((( ))))4 2 4 3 3 3 8 0t t+ + + + =+ + + + =+ + + + =+ + + + = ��1t و � = −= −= −= −  

))))  و :�����!   ))))1, 2,0H −−−−  


�س ا�
)�.ى - ج� NBJ (((( ))))ABC �����و ا (((( ))))S  

  � ���� :(((( ))))H ABC∈∈∈∈ و (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 0 3 25H H Hx y z− + − + − = − + − − + − =− + − + − = − + − − + − =− + − + − = − + − − + − =− + − + − = − + − − + − =  

))))         إذن  ))))H S∈∈∈∈  
 ��
�س ا�
)�.ى Hو�� NBJ !ه (((( ))))ABC �����و ا (((( ))))S  

  J�C!ا��
	�� ا�
1(-!< 7��� ℂℂℂℂ��د��
2:  ا� 8 3 64 0z z− + =− + =− + =− + =  

     ����� :(((( )))) (((( ))))
2 2

4 3 64 16 4i′′′′∆ = − − = − =∆ = − − = − =∆ = − − = − =∆ = − − = − =  

    �
4 :إذن ا�
��د�� �OD 7PBر�� #��B/� ��	ا>B/� ه 3 4i−−−− 4 و 3 4i++++  
     ��}}}}و � }}}}4 3 4 ,4 3 4S i i= − += − += − += − +  

�4��P/	 ا���Bي ���وران ا- أ-)2
,

3
R O

ππππ    
    
    

  

  �����   (((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]]4
, 2

3
OM OM

R M M
OM OM

ππππ ππππ ′′′′ ====′′′′= ⇔= ⇔= ⇔= ⇔ 
 ′′′′====

����� ���������� ���������� ���������� �����

  

              
[[[[ ]]]]4

arg 2
3

z
z

z z

ππππ ππππ
′′′′      ====     ⇔⇔⇔⇔     

 ′′′′ ====

  

                         
4
3

i
z ze

ππππ

′′′′⇔ =⇔ =⇔ =⇔ =     

              1 3
2 2

z i z
    

′′′′⇔ = − −⇔ = − −⇔ = − −⇔ = − −        
    

  

�P/� أن ا���IB-ب  � B�IB�4 :���ورانA ه! R.رة ا�
,

3
R O

ππππ    
    
    

  

�����: 1 3 1 3
8

2 2 2 2
i a i i

            
− − = − −− − = − −− − = − −− − = − −                        
            

   

          4 3 4i b= − == − == − == − =  

))))   و :�����!  ))))R A B====  

�P/� أن -ج� 1 3
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a b
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c b
−−−− = += += += +
−−−−

  

         �����       (((( ))))
8 4 3 4

2 4 3 4 4 3 4

a b i i
c b i i

− − +− − +− − +− − +====
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                                 4 3 12

4 3 12

i
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                       1 3
2 2

i= += += += +  3 6 3 6
12
i+ ++ ++ ++ +==== 

(((( ))))2

3 3

9 3

i −−−−
====

− −− −− −− −
                         

a ا�7�8 ا�
�B��� !C�Cيو :�����!      b
c b

−−−−
−−−−

cos :  ه. sin 1,
3 3 3

a b
i

c b
π π ππ π ππ π ππ π π−−−−     = + == + == + == + =     −−−−     

  

����� PH/�� ا�
S�C -د ABC  

    ����� : 1
a b

a b c b BA BC
c b

−−−− = ⇔ − = − ⇔ == ⇔ − = − ⇔ == ⇔ − = − ⇔ == ⇔ − = − ⇔ =
−−−−

  

��و   ��� : [[[[ ]]]] (((( )))) [[[[ ]]]]arg 2 , 2
3 3

a b
BC BA

c b
π ππ ππ ππ ππ ππ ππ ππ π−−−−     = ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =    −−−−    

���� �������� �������� �������� ����
  

    S�C
  . ��)�وي ا�TUعABCإذن ا�
  S��Cا��
	�� ا�

��	M��� �P/�	�
� أن ا�)�� 9���: A���G: و :�ون إ(Tل،>;ن آ7 إ���J/� ه! :  

�J/� و #�ده� ه. F �/: ��2

8 8 7 56card AΩ = = × =Ω = = × =Ω = = × =Ω = = × =.  
))))()�ب  -)1 ))))P A و (((( ))))P B  

�����     : 2
3 3 2 6cardA A= = × == = × == = × == = × =  

))))             إذن  ))))
2
3
2
8

6 3
56 28

A
P A

A
= = == = == = == = =  

   "3#�م ا��M.ل #�4 أ�� آ	ة (���� ��	�J        B":AX�P	 ا���ث 
    ����� :2

6 6 5 30card B A= = × == = × == = × == = × =  

)))) إذن           ))))
2
6
2
8

15
28

A
P B

A
= == == == = ��)))) و � )))) (((( )))) 15 13

1 1
28 28

P B P B= − = − == − = − == − = − == − = − =  

����� A/X ا�
�]/	 ا��8.اZ!- أ-)2 X  
   .2 و إ��1 و إ�� 0      #�د ا��	ات ا������ �	AX >	دي ه. إ�� 

))))ن       إذ )))) {{{{ }}}}0,1, 2X Ω =Ω =Ω =Ω =.  
)))) ()�ب -ب    ))))1P X ====  

))))     ا���ث  ))))1X 
� >	د��====X7 ر
�� NP\��: ة وا(�ة	ل #�4 آ.M��ا !��� .  
1   و ���B/` ذ�_، J^��ر ���O"� �J[ ا��	ة �� :/� ���J/� ب 

2C ����^� �/�/آ ،  
�9 ا��	ة ا������ ��	AX ا��	دي �� :/� TFث آ	ات ، ب 	J AF   1

3A،����^� �/�/آ   

a آ	ات بb �/: �� دي	ا�� AX	�� ����) 	/[�ة ا	9 ا���	J AF   1

5A.  

)))) إذن     ))))
1 1 1
2 3 5

2
8

2 3 5 15
1

56 28

C A A
P X

C

× ×× ×× ×× ×= = = == = = == = = == = = =  

����� J�X.ن ا(�
�ل-ج   X  

 �����     :(((( ))))
2
3
2
8

3
0

28

A
P X

A
= = == = == = == = ))))    و  = ))))

2
5
2
8

10
2

28

A
P X

A
= = == = == = == = =          

2  1  0  ix  
10
28

  15
28

  3
28

  (((( ))))iP X x====  
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  	ا:Gا��
	�� ا�
�P/� أن -)1� , 0nn u∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℕℕℕℕ  

�  7D��0 أn ==== �����،0 1 0u = >= >= >= > 
�J0nu�	ض أن  � 1 و PJ/� أن <<<< 0nu ++++ >>>> 

 ����� :3
0 0

21
n

n
n

u
u

u
>>>> ⇒⇒⇒⇒ >>>>

++++
  

            1 0nu ++++⇒⇒⇒⇒ >>>>  
,إذن  0nn u∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℕℕℕℕ  

�P/� أن-)2� 1

1
,

7n nn u u++++∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <ℕℕℕℕ  

        �����     1

31 1
,

7 21 7
n

n n n
n

u
n u u u

u++++∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −
++++

ℕℕℕℕ  

              (((( ))))
221 21

7 21
n n n

n

u u u

u

− −− −− −− −
====

++++
         

             (((( ))))
2

0
7 21

n

n

u

u
= − <= − <= − <= − <

++++
  

1إذن  

1
,

7n nn u u++++∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <ℕℕℕℕ  

3(- �/����
)))) ر��:� ا� ))))nu  

    �����         1

3
,

21
n

n n n
n

u
n u u u

u++++∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −∀ ∈ − = −
++++

ℕℕℕℕ  

            
(((( ))))218

0
21

n n

n

u u

u

++++
= − <= − <= − <= − <

++++
,�ن             (  0nn u∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℕℕℕℕ(  

�/����
))))      و��� ا� ))))nu�/MX��� .  
      �/����
��Bرب ا�(((( ))))nu  

�����      :(((( ))))nu �PD.� و �/MX��� �/�����  ) 	�M��: رة.[M�(�:ر�B�� !"< إذن ،.  

���: �/P�	GD أن  -أ-)4�1
,

7

n

nn u∗∗∗∗     ∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <     
    

ℕℕℕℕ   

�  7D��1 أn ==== ����� ،1

3 1
22 7

u = <= <= <= <.  

�J1�	ض أن  �
7

n

nu
    <<<<     
    

 و PJ/� أن 
1

1

1
7

n

nu
++++

++++
    <<<<     
    

 

 �����     :1
7

n

nu
    <<<<     
    

1 و 

1
7n nu u++++ ، إذن >>>>

1

1

1 1 1
7 7 7

n n

nu
++++

++++
            < × =< × =< × =< × =            
            

  

1   و :�����! 
,

7

n

nn u∗∗∗∗     ∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <     
    

ℕℕℕℕ.  
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   �/����
))))ب J"��� ا� ))))nu  

�����  :1
,0

7

n

nn u∗∗∗∗     ∀ ∈ < <∀ ∈ < <∀ ∈ < <∀ ∈ < <     
    

ℕℕℕℕ 1 و
lim 0

7

n

n→+∞→+∞→+∞→+∞

     ====    
    

�1ن  ( 
0 1

7
< << << << <(   

))))         إذن  ))))lim 0nn
u

→+∞→+∞→+∞→+∞
====  

  ^��aا��
	�� ا�
I(- 1(-أ-    ]]]] [[[[ (((( )))) (((( ))))2 3 2 20, , 1 3 3 2 3 3 2 3 3 2x x x x x x x x x∀ ∈ +∞ − + + = + + − − −∀ ∈ +∞ − + + = + + − − −∀ ∈ +∞ − + + = + + − − −∀ ∈ +∞ − + + = + + − − −  

                                   33 2x x= − −= − −= − −= − −  
[[[[         إذن  [[[[ (((( )))) (((( ))))3 20, , 3 2 1 3 3 2x x x x x x∀ ∈ +∞ − − = − + +∀ ∈ +∞ − − = − + +∀ ∈ +∞ − − = − + +∀ ∈ +∞ − − = − + +  

)))) ()�ب -ب     ))))g x′′′′  

 �����         :]]]] [[[[ (((( )))) (((( ))))30, , 2 ln 3x g x x x x ′′′′′′′′∀ ∈ +∞ = − − +∀ ∈ +∞ = − − +∀ ∈ +∞ = − − +∀ ∈ +∞ = − − +  

                          2 2
3 1x

x
= − −= − −= − −= − −  

                         
33 2x x

x
− −− −− −− −====    

             
(((( )))) (((( ))))21 3 3 2x x x

x

− + +− + +− + +− + +
====  

23:   �����-أ-)2  3 2x x+ ++ ++ ++    ه! FTF/� ا���ود �
/�ه� �3�9+

[[[[          إذن  [[[[ 20, , 3 3 2 0x x x∀ ∈ +∞ + + >∀ ∈ +∞ + + >∀ ∈ +∞ + + >∀ ∈ +∞ + + > ��[[[[   و � [[[[
23 3 2

0, , 0
x x

x
x

+ ++ ++ ++ +∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >  

)))) إ��رة -      ب ))))g x′′′′  


� أن :        ]]]] [[[[
23 3 2

0, , 0
x x

x
x

+ ++ ++ ++ +∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ [[[[ و < [[[[ (((( ))))
(((( )))) (((( ))))21 3 3 2

0, ,
x x x

x g x
x

− + +− + +− + +− + +
′′′′∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =  

))))      >;ن إ��رة  ))))g x′′′′ 1 ه! إ��رةx −−−−.  
  g ر��:� ا��ا��- أ-)3  

�����         :]]]] ]]]]0,1 , 1 0x x∀ ∈ − <∀ ∈ − <∀ ∈ − <∀ ∈ − ))))أي  ( > )))) 0g x′′′′ <<<< ( ����g4�# �/MXو�� ]]]] ]]]]0,1.  

��]]]]:       و ��� [[[[1, , 1 0x x∀ ∈ +∞ − >∀ ∈ +∞ − >∀ ∈ +∞ − >∀ ∈ +∞ − ))))أي  ( < )))) 0g x′′′′ <<<< ( ����ا���� g4�#و� [[[[ [[[[1, +∞+∞+∞+∞.  
)))) إ��رة -ب       ))))g x 4�# ]]]] [[[[0, +∞+∞+∞+∞  

��g أن ا��ا��Tb ��       gل �]/	ات ا��ا�� �(J ،g ��# �/Jد �
/X 7PB� 1  
))))      ه!  ))))1 3 0g = >= >= >= [[[[، إذن < [[[[ (((( )))) (((( ))))0, , 1 0x g x g∀ ∈ +∞ ≥ >∀ ∈ +∞ ≥ >∀ ∈ +∞ ≥ >∀ ∈ +∞ ≥ >.  

II(-  ا��ا�� ا���د�� 	P��JfS/)  :(((( )))) 2

1 ln
1

x x
f x x

x
− +− +− +− += − += − += − += − +  

)))) ()�ب -)1  ))))f x′′′′  

 �����                         :     (((( )))) 2

1 ln
1

x x
f x x

x

′′′′− +− +− +− +    ′′′′ = − += − += − += − +    
    

  

               
(((( )))) (((( )))) (((( ))))2 2

4

1 ln 1 ln
1

x x x x x x

x

′′′′′′′′− + − − +− + − − +− + − − +− + − − +
= += += += +   
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(((( ))))2

4

1
1 2 1 ln

1
x x x x

x
x

    + − − ++ − − ++ − − ++ − − +    
    = += += += +  

                           
2 2

4

2 2 2 ln
1

x x x x x x
x

+ − + −+ − + −+ − + −+ − + −= += += += +    

                               (((( ))))3

3 3

3 2ln g xx x x
x x

− + −− + −− + −− + −= == == == =  

  f  ر��:� ا��ا��    

� أن :        3 0x [[[[ و <<<< [[[[ (((( ))))0, , 0x g x∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ [[[[ >;ن < [[[[ (((( ))))0, , 0x f x′′′′∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >∀ ∈ +∞ >  

��ا���� ��IX #�4 ا�
�6ل f       و :�����! ا��ا��  ]]]] [[[[0, +∞+∞+∞+∞.  
)))) ()�ب - أ-)2 ))))

x 0
lim f x

++++→→→→
  

   �����    :(((( )))) 2
x 0 x 0

x 1 ln x
lim f x lim x 1

x+ ++ ++ ++ +→ →→ →→ →→ →

− +− +− +− +    = − + = −∞= − + = −∞= − + = −∞= − + = −∞    
    

  

))))�ن  (       ))))
x 0
lim x 1 ln x

++++→→→→
− + = −∞− + = −∞− + = −∞− + = )))) و ∞− ))))

x 0
lim x 1 1

++++→→→→
− = −− = −− = −− = )))) و − ))))2

x 0
lim x 0

++++

++++

→→→→
====.(  

  !3��    ا��iو�7 ا�"
     �����  :(((( ))))

x 0
lim f x

++++→→→→
= −∞= −∞= −∞= x،إذن ا�
)�A/B ذو ا�
��د�� ∞− 0==== )  9/�  ��Bرب) ��.ر ا�را

�4 ا��ا��      ��

.دي �# f.  

�P/� أن -  ب� 2x

x 1 ln x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞

− +− +− +− +     ====    
    

  

�����         :2 2 2x x x

x 1 ln x x 1 ln x
lim lim lim 0

x x x→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞

− + −− + −− + −− + −                    = + == + == + == + =                    
                    

  

                   2x x

1 ln x
lim lim 0

x x→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

            = + == + == + == + =            
            

  

))))()�ب       ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

  

�����       :                   (((( )))) 2x x

x 1 ln x
lim f x lim x 1

x→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

− +− +− +− +    = − += − += − += − +    
    

  

                   (((( )))) 2x x

x 1 ln x
lim x 1 lim

x→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

− +− +− +− +    = − + = +∞= − + = +∞= − + = +∞= − + = +∞    
    

  

)))) ا�
�Bرب ا�
�7Z ل - ج ))))fC 6.ار: +∞+∞+∞+∞.  

     �����  :(((( ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= +∞  

)))) و       )))) (((( ))))(((( )))) 2x x

x 1 ln x
lim f x x 1 lim 0

x→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

− +− +− +− +    − − = =− − = =− − = =− − = =    
    

  

yإذن ا�
)�A/B ذو ا�
��د��      x 1= −= −= −= − 4���
)))) ��Bرب �� ))))fC 6.ار: +∞+∞+∞+∞  

3(- 4���

�س ��
)))) ���د�� ا� ))))fC�"�.M<أ �IB�  .1  >! ا�

     ����� :(((( ))))f 1 )))) و ====0 )))) (((( ))))g 1
f 1 3

1
′′′′ = == == == =  

     4���

�س ��
))))إذن ���د�� ا� ))))fC�"�.M<أ �IB�)))) ه! 1 >! ا� ))))y 3 x 1= −= −= −= −.  
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�4 ا��ا�� -)4��  f إ�8Jء �
  

   

O 1

1

(((( ))))fC y x 1= −= −= −= −

  
  

()�ب  -أ -)5
e

21

ln x
dx

x
    
    
    

∫∫∫∫  

                                   (((( ))))e
e

1
1

ln xln x
dx

x x

′′′′    = − += − += − += − +    
    

∫∫∫∫
e e

21 1

ln x 1
dx ln xdx

x x

′′′′            = −= −= −= −            
            

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫  

                                          
e

e

21
1

1 1 1 1 2
dx 1

e x e x e
    = − + = − + − = −= − + = − + − = −= − + = − + − = −= − + = − + − = −    
    

∫∫∫∫  

))))�)�(� ا��/� ا�
�M.ر :/� -ب ))))fCو(((( ))))∆∆∆∆ �

/� ا���O ���د���ه/B�(
x و ا� x و ====1 e====  

))))                                   :        ه! )))) (((( ))))e e

21 1

x 1 ln x
A f x x 1 dx

x
− +− +− +− +    = − − == − − == − − == − − =     

    
∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫  

                                      
e

1

1 2
ln x 1

x e
    = + + −= + + −= + + −= + + −    
    

e e

2 21 1

1 1 ln x
dx dx

x x x
            = − += − += − += − +            
            

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫  

                                                                   1 2 1
1 1 1 1

e e e
= + − + − = −= + − + − = −= + − + − = −= + − + − = −  

2i و:
� أن  j 1cm= == == == =
� �� �� �� �

21 >;ن 
A 1 cm

e
    = −= −= −= −    
    

.  

 


